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Проведен анализ классического результата теории оптимального фуражиро-
вания – теоремы о предельном значении (the Marginal Value Theorem (MVT))
Э. Чарнова (E. Charnov), согласно которому популяция покидает участок, со-
держащий питательный ресурс, в такой момент времени, при котором средняя
скорость потребления энергии максимальна. Как показывают наблюдения, ре-
альное время, проведенное популяцией на участке, чаще существенно отлича-
ется от прогнозируемого в соответствии с MVT. В предлагаемой модели учи-
тывается состояние пищевых ресурсов участка, что позволяет сформулировать
новый подход для оценивания момента времени ухода популяции. При этом ис-
пользуется понятие пищевой привлекательности участка, ранее введенное од-
ним из авторов. Показано наличие запаздывания по времени ухода популяции
с участка по сравнению с уходом, получаемым на основе MVT, что согласуется
с реальными наблюдениями.
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The article analyzes a classical result of the optimal foraging theory – E. Charnov’s
Marginal Value Theorem (MVT), according to which the population leaves
the patch containing a food resource at the time instant when the average
rate of energy consumption is maximum. Observations show that the real
time spent by the population in the patch often differs significantly from the
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time predicted according to MVT. The proposed model takes into account the state
of food resources in the patch, permitting to formulate a new approach to estimating
the time when the population will leave the patch. In doing so, we use the concept
of food attractiveness of the patch introduced previously by one of the authors. It is
shown that the time of the population’s departure from the patch lags behind the
departure time estimated by MVT, which is consistent with real-life observations.

K e ywo r d s: Marginal Value Theorem; food attractiveness of the patch; dynamical
system

Fo r c i t a t i o n: Kirillov A. N., Ivanova A. S. Estimating the time
when the population leaves the patch. Trudy Karel ′skogo nauchnogo tsentra
RAN = Transactions of the Karelian Research Centre RAS. 2022;4:37–44.
doi: 10.17076/mat1564

Fund i n g. The studies were funded from the federal budget through state
assignment to the Karelian Research Centre RAS (Institute of Applied
Mathematical Research, Karelian Research Centre RAS).

Введение

Рассматривается участок, биологическое
сообщество которого состоит из двух видов –
стадного вида хищников и жертв. Причем
предполагается, что популяция жертв не по-
кидает участок, а популяция хищников полно-
стью мигрирует с участка. В работе рассмат-
ривается два подхода к уходу популяции хищ-
ников с участка. Первый основан на теореме
о предельном значении Э. Чарнова, которую
далее для краткости будем называть принци-
пом Э. Чарнова. Согласно принципу Э. Чарно-
ва [8], популяция хищников покидает участок
в такой момент времени, при котором сред-
няя скорость потребления энергии максималь-
на. Согласно второму подходу, основанному на
понятии пищевой привлекательности участка,
уход популяции хищников с участка происхо-
дит в результате накопления недостатка пище-
вого ресурса на участке. В настоящей работе
проводится сравнение упомянутых подходов.

Принцип Э. Чарнова

В работе [8] рассматривается местообита-
ние хищников, состоящее из участков k типов.
Предполагается, что пищевой ресурс распре-
делен по участкам и популяция хищников ми-
грирует между участками. В описанной ситу-
ации перед популяцией хищников возникают
два вопроса: участки каких типов ей посетить
и в какой момент времени участки покидать?
В классической работе Э. Чарнова [8] дается
ответ на второй вопрос.
В [8] предполагается, что пока хищники на-

ходятся на участке, скорость потребления пи-
щи для этого участка уменьшается с течением
времени, проведенного на участке. Также в [8]
предполагается, что популяция хищников по-

кидает участок в тот момент времени, при ко-
тором средняя скорость потребления энергии
максимальна.
В настоящей работе рассмотрим част-

ный случай. Предположим, что местообитание
хищников состоит из n участков одного типа и
области, находящейся между этими участками
(рис. 1).

Рис. 1. Местообитание популяции хищников, где
Qi – участок местообитания (i = 1, ..., n)
Fig. 1. Habitat of the predator population, where Qi

is the habitat patch (i = 1, ..., n)

Следуя [8], введем обозначения:
T – время, проведенное популяцией хищни-

ков на участке Qi;
P – доля участков, которую посетила попу-

ляция хищников;
t′ – время, проведенное популяцией вне

участков;
Et′ – энергия, которую расходует популя-

ция хищников в единицу времени при переме-
щении между участками;

h(T ) – энергия, усвоенная хищниками от
потребления пищевого ресурса на участке Qi

за время T без учета энергии, затраченной на
поиск пищевого ресурса, причем по предполо-
жению h′(T ) = dh/dT убывает при всех T ;
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Es – энергия, которую расходуют хищники
в единицу времени на поиск пищевого ресурса
на участке Qi;

g(T ) = h(T )−Es ·T – усвоенная энергия на
участкеQi за время T с учетом энергии, затра-
ченной хищниками на поиск пищевого ресурса
на участке Qi.
Пусть En – средняя скорость потребления

энергии. Справедлива формула

En =
P · g(T )− t′ · Et′

t′ + P · T .

Через E∗n обозначим максимальную сред-
нюю скорость потребления энергии.

Теорема (Принцип Э. Чарнова [8]). Хищ-
ники покидают участок Qi в момент време-
ни T , при котором выполнено равенство

∂g(T )

∂T
= E∗n. (1)

Обоснование теоремы [8].
Оптимальное значение T , т. е. значение,

при котором En максимальна, найдем, решая
уравнение

∂En

∂T
= 0

или
Pg′(T )(t′ + PT )− (Pg(T )− t′Et′)P

(t′ + PT )2
= 0.

После умножения на (t′ + PT )2 > 0 получим
уравнение

Pg′(T )(t′ + PT )− (Pg(T )− t′Et′)P = 0,

которое может быть записано в виде

Pg′(T )(t′ + PT )− EnP (t′ + PT ) = 0

или
g′(T ) = En.

Далее, так как g(0) = 0 и g′′(T ) < 0 при
T � 0 (следует из убывания h′(T ) при T � 0),
то существует T = T ∗, которое удовлетворя-
ет (1), причем T ∗ – точка максимума, потому
что матрица Гессе в точке T ∗ отрицательно
определенная [12]. Итак, T оптимально, если
g′(T ) = E∗n.
Таким образом, Э. Чарнов получил общее

для всех систем условие мгновенного ухода по-
пуляции с участка. Чаще реальное время, про-
веденное популяцией на участке, существенно
отличается от прогнозируемого по Э. Чарно-
ву. Действительно, хищникам в непредсказу-
емой среде, возможно, потребуется дополни-
тельное время на отлов жертв, что затруд-
няет определение времени, проведенного по-
пуляцией хищников на участке [11]. Принцип

Э. Чарнова является разумной отправной точ-
кой. Стоит отметить, что при нахождении вре-
мени ухода популяции с участка важно учи-
тывать естественную сложность системы. В
связи с этим возникает задача моделирования
процесса ухода популяции с участка с учетом
реальных процессов в системе.

Описание модели

Общий подход

Далее будем рассматривать один участок,
биологическое сообщество которого состоит из
k популяций, причем численность i-й популя-
ции на участке в момент времени t обозна-
чим через xi = xi(t), где i = 1, ..., k. Сле-
дуя Ю. Одуму [6], в правую часть дифферен-
циального уравнения, описывающего динами-
ку xi, будем вводить положительные, отрица-
тельные и нулевые члены в зависимости от
воздействия, оказываемого популяциями био-
сообщества на i-ю популяцию, i = 1, ..., k. Сле-
довательно, система дифференциальных урав-
нений роста популяций на участке примет вид

ẋi = fi(x1, ..., xk), i = 1, ..., k. (2)

Время жизни популяции на участке свя-
зано со структурной переменной, формальное
определение которой введено в работах [3–5].
Далее структурную переменную будем назы-
вать пищевой привлекательностью. Пищевая
привлекательность участка для i-й популяции
характеризует накопление избытка или недо-
статка пищевого ресурса для данной популя-
ции и определяется выражением вида

ni = ni(t) = Λi +

t∫
0

hi(x1, ..., xk)dτ, (3)

где Λi = ni(0) – постоянное положительное
пороговое значение, hi(x1, ..., xk) – мгновенная
скорость изменения пищевой привлекательно-
сти, i = 1, ..., k. За счет интеграла в выра-
жении для пищевой привлекательности реше-
ние об уходе принимается с учетом предысто-
рии. Действительно, чтобы популяция ушла с
участка из-за нехватки пищевого ресурса, она
должна испытывать недостаток пищи в тече-
ние некоторого времени. Естественно считать,
что ni является критерием, по которому опре-
деляется присутствие или отсутствие i-й по-
пуляции на участке. Будем считать, что при
ni > Λi i-я популяция находится на участ-
ке, при ni < Λi – вне участка, i = 1, ..., k.
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За счет интеграла в выражении для ni про-
исходит накопление избытка (недостатка) пи-
щевого ресурса, и когда накопление достига-
ет порогового значения Λi, популяция покида-
ет участок. Таким образом, решение об ухо-
де популяции с участка принимается с учетом
предыстории развития системы, в отличие от
подхода Э. Чарнова.
Далее, продифференцировав (3), получим

систему дифференциальных уравнений

ṅi = hi(x1, ..., xk), i = 1, ..., k. (4)

Итак, объединяя (2) и (4), получим систему
дифференциальных уравнений

ẋi = fi(x1, ..., xk),

ṅi = hi(x1, ..., xk),
(5)

i = 1, ..., k.

Реализация общего подхода для двух по-
пуляций – хищников и жертв

В работе рассматривается участок, биоло-
гическое сообщество которого состоит из двух
популяций – жертв и хищников. Причем по-
пуляция жертв не покидает участок, а попу-
ляция хищников мигрирует с участка, если
на нем недостаточное количество питательно-
го ресурса (жертв).
Для описания динамики взаимодействую-

щих популяций будем использовать классиче-
скую систему Лотки –Вольтерры{

ẋ1 = x1(a− bx2),
ẋ2 = x2(kbx1 −m),

(6)

где x1 = x1(t), x2 = x2(t) – численность жертв
и хищников в момент времени t соответствен-
но; a – коэффициент прироста жертв в отсут-
ствие хищников; b – коэффициент истребления
хищником жертв; k – доля полученной с по-
требляемой хищником биомассой энергии, ко-
торая расходуется им на воспроизводство; m –
коэффициент естественной смертности хищ-
ников; причем a, b, k, m считаются положи-
тельными постоянными (k < 1).
Уравнение фазовой траектории системы

(6), проходящей через точкуM0(x10, x20), име-
ет вид (см., например, [10]):

a lnx2 − bx2 +m lnx1 − kbx1 − c = 0,

где c = c(x10, x20) = a lnx20 − bx20 +m lnx10 −
kbx10.
Пусть t = 0 – момент времени появления

популяции хищников на участке. Поскольку

жертвы не покидают участок, то будем счи-
тать, что пищевая привлекательность участка
для популяции жертв постоянна, т. е.

n1(t) = C, ∀t � 0,

где C – положительная постоянная. Далее
введем понятие пищевой привлекательности
участка для популяции хищников.
Следуя идее Р. Ардити (R. Arditi) и

Л. Гинзбурга (L. Ginzburg), изложенной в [7],
рассмотрим функцию

w(t) =
x1(t)

x2(t)
− λ,

т. е. отклонение относительной величины обес-
печенности хищника ресурсом от некоторо-
го порога λ > 0. Будем полагать, что при
w(t) < 0 появляется тенденция популяции
хищников к миграции. Естественно считать,
что мгновенное значение w(t∗) = 0 не яв-
ляется определяющим для начала миграции
в момент времени t = t∗ при условии, что
w(t) > 0 при t ∈ [0, t∗). Для начала мигра-
ции недостаток пищевого ресурса при w(t) < 0
должен накапливаться в течение некоторого
времени, что приводит к рассмотрению вели-

чины
t∫
0

(
x1(τ)
x2(τ)

− λ
)
dτ . Следуя принципу «ста-

да себялюбцев», предложенному У. Гамильто-
ном (W. Hamilton) в работе [9] для объясне-
ния одновременности миграции особей попу-

ляции, введем величину
t∫
0

x2(τ)
(
x1(τ)
x2(τ)

− λ
)
dτ ,

учитывающую объем популяции хищников.

Определение 1. Пищевой привлекательно-
стью участка для популяции хищников n2(t)
[5] называется сумма:

n2(t) = Λ +

t∫
0

x2(τ)

(
x1(τ)

x2(τ)
− λ

)
dτ, (7)

где Λ = n2(0) – постоянное положительное по-
роговое значение.

Будем полагать, что при n2(t) > Λ попу-
ляция хищников находится на участке, а при
n2(t) < Λ – вне участка. Таким образом, кри-
терием ухода популяции хищников с участка
в данной работе является пищевая привлека-
тельность. Отметим, что необходимость учета
пороговых эффектов в моделях поведения по-
пуляций отмечена в [1, 2].
Итак, для n2(t) будем использовать выра-

жение (7), предлагаемое на основе концепций
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Р. Ардити, Л. Гинзбурга и У. Гамильтона. За
счет интеграла в выражении для пищевой при-
влекательности решение об уходе принимает-
ся с учетом предыстории. Действительно, что-
бы популяция ушла с участка из-за нехват-
ки пищевого ресурса, она должна испытывать
недостаток пищи в течение некоторого време-
ни. Другими словами, происходит накопление
недостатка пищевого ресурса, и когда накоп-
ление достигает порогового значения, популя-
ция покидает участок. Таким образом, уход
популяции носит инерционный характер.

Замечание 1. В общем случае пищевую при-
влекательность можно ввести в виде

n2(t) =

t∫
0

f̃(x2(τ))g̃

(
x1(τ)

x2(τ)

)
dτ.

В данной работе функции f̃ и g̃ линейны
(см. (7)).

Равенство (7) эквивалентно дифференци-
альному уравнению

ṅ2 = x1 − λx2. (8)

Так как n1(t) = C, то в дальнейшем
будем рассматривать и исследовать систему
трех дифференциальных уравнений относи-
тельно x1(t), x2(t), n2(t). Объединяя систему
(6) и уравнение (8) и обозначая n2(t) через
ñ(t), получим систему⎧⎨⎩

ẋ1 = x1(a− bx2),
ẋ2 = x2(kbx1 −m),
˙̃n = x1 − λx2.

(9)

В силу того, что в правые части первых
двух уравнений системы (9) не входит ñ, в про-
странстве {(x1, x2, ñ) : x1 ∈ R, x2 ∈ R, ñ ∈ R}
траектории этой системы располагаются на
цилиндрических поверхностях, образующие
которых параллельны оси Oñ, направляю-
щие – траектории системы (6).
Решение системы (9) обозначим через

r(t,M0) = (x1(t,M0), x2(t,M0), ñ(t,M0)),

причем r(0,M0) = M0, где M0 = (x10, x20,Λ),
x10 = x1(0), x20 = x2(0),Λ = ñ(0).

Замечание 2. Для плоскости {(x1, x2, ñ) :
x1 ∈ R, x2 ∈ R, ñ = 0} будем использовать
обозначение (x1, x2). Вместо исследования по-
ведения траекторий системы (9) достаточно
исследовать поведение проекций траекторий
системы (9) на плоскость (x1, x2). Причем,

так как проекцией траектории системы (9) на
(x1, x2) является траектория системы Лотки –
Вольтерры (6), достаточно исследовать по-
ведение траекторий системы (6) на коорди-
натной плоскости (x1, x2). Проекцию точки
M0(x10, x20,Λ) на плоскость (x1, x2) обозначим
через M0(x10, x20).

Сравнение подходов

Получим условие на оптимальное время
ухода популяции хищников c участка, исполь-
зуя понятие пищевой привлекательности. Вы-
вод условия проведем аналогично тому, кото-
рый проводил Э. Чарнов в работе [8]. Рассмот-
рим два случая.
1. Функция g(T ) не учитывает объем попу-

ляции хищников и имеет вид

g(T ) =

T∫
0

(
x1(t)

x2(t)
− λ

)
dt,

где T = T (M0) – время, проведенное хищ-
никами на участке, x1(t) = x1(t,M0), x2(t) =
x2(t,M0) – численность жертв и хищников в
момент времени t соответственно, λ – постоян-
ная положительная величина. Будем считать,
что x1(t)/x2(t) – энергия, усваиваемая хищ-
ником в единицу времени от потребления пи-
щевого ресурса на участке без учета энергии,
затраченной на поиск пищевого ресурса, λ –
энергия, которую расходует хищник в единицу
времени на поиск пищевого ресурса на участ-
ке. Таким образом, по смыслу g(T) – это энер-
гия, усвоенная хищником на участке за время
T , с учетом энергии, затраченной на поиск пи-
щевого ресурса на участке.
В дальнейшем полагаем, что M0 ∈

{(x1, x2) : x1 − λx2 > 0}.
Средняя скорость потребления энергии

En(T ) = En(T,M0) вычисляется по формуле

En(T ) =

T∫
0

(
x1(t)
x2(t)

− λ
)
dt

T
.

Оптимальное значение T , т. е. значение, при
котором En(T ) максимальна, найдем, решая
уравнение

E′n(T ) = 0

или (
x1(T )
x2(T ) − λ

)
T −

T∫
0

(
x1(t)
x2(t)

− λ
)
dt

T 2
= 0.
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После умножения на T 2 > 0 получим уравне-
ние

(
x1(T )

x2(T )
− λ

)
T −

T∫
0

(
x1(t)

x2(t)
− λ

)
dt = 0,

которое после деления на T > 0 запишем в
виде

x1(T )

x2(T )
− λ− En(T ) = 0.

Далее, обозначив через E∗n максимальное зна-
чение средней энергии, получим условие на T ,
при выполнении которого En(T ) = E∗n. Оно
имеет вид

x1(T )

x2(T )
= λ+ E∗n

или
x1(T )− (λ+ E∗n)x2(T ) = 0,

где E∗n � 0.
Таким образом, хищники покидают уча-

сток при t = T , где T – решение уравнения

x1(T )− (λ+ E∗n)x2(T ) = 0.

Рассмотрим точку M0 (рис. 2). По Э. Чар-
нову, оптимальному моменту ухода соответ-
ствует точка M1 (см. рис. 2). В настоящей
работе предполагается, что уход хищников
происходит в момент времени t такой, что
ñ(t) = Λ и ˙̃n(t) = x1(t) − λx2(t) < 0, кото-
рому соответствует, например, точка M2 (см.
рис. 2). Итак, для данной точки M0 уход
хищников c участка, основанный на понятии
пищевой привлекательности, происходит поз-
же, чем уход, прогнозируемый по принципу
Э. Чарнова.

Рис. 2. В точке M1 происходит уход по принципу
Э. Чарнова, в точке M2 – уход, основанный на по-
нятии пищевой привлекательности
Fig. 2. At point M1 there is a leaving based on the
Charnov’s principle, at point M2 there is a leaving
based on the concept of food attractiveness

2. Функция g(T ) с учетом объема популя-
ции хищников x2 примет вид

g(T ) =

T∫
0

x2(t)

(
x1(t)

x2(t)
− λ

)
dt

или

g(T ) =

T∫
0

(x1(t)− λx2(t))dt.

По смыслу g(T ) – это энергия, усвоенная попу-
ляцией хищников на участке за время T , с уче-
том энергии, затраченной хищниками на поиск
пищевого ресурса на участке.
Средняя скорость потребления энергии

En(T ) = En(T,M0) вычисляется по формуле

En(T ) =

T∫
0

(x1(t)− λx2(t))dt

T
.

Оптимальное значение T , т. е. значение, при
котором En(T ) максимальна, найдем, решая
уравнение

E′n(T ) = 0

или

(x1(T )− λx2(T ))T −
T∫
0

(x1(t)− λx2(t))dt

T 2
= 0.

После умножения на T 2 > 0 получим уравне-
ние

(x1(T )− λx2(T ))T −
T∫
0

(x1(t)− λx2(t))dt = 0,

которое после деления на T > 0 может быть
записано в виде

x1(T )− λx2(T )− En(T ) = 0.

Далее, обозначив через E∗n максимальное зна-
чение средней энергии, получим условие на T ,
при выполнении которого En(T ) = E∗n. Оно
имеет вид

x1(T )− λx2(T ) = E∗n.

Таким образом, хищники уходят с участка
при t = T , где T – решение уравнения

x1(T )− λx2(T ) = E∗n � 0.

Рассмотрим точку M0 (рис. 3). Оптималь-
ному моменту ухода по Э. Чарнову соответ-
ствует точка M1 (см. рис. 3). В данной работе
предполагается, что уход хищников происхо-
дит в момент времени t такой, что ñ(t) = Λ

и ˙̃n(t) = x1(t) − λx2(t) < 0, которому соот-
ветствует, например, точка M2 (см. рис. 3).
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Итак, для данной точки M0 уход хищников
с участка, основанный на понятии пищевой
привлекательности, происходит позже, чем
уход, прогнозируемый с помощью принципа
Э. Чарнова.

Рис. 3. В точке M1 происходит уход по принципу
Э. Чарнова, в точке M2 – уход, основанный на по-
нятии пищевой привлекательности
Fig. 3. At point M1 there is a leaving based on the
Charnov’s principle, at point M2 there is a leaving
based on the concept of food attractiveness

Таким образом, где бы ни находилась точ-
ка M0, при условии, что M0 ∈ {(x1, x2) : x1 −
λx2 > 0}, прямая, соответствующая принципу
Э. Чарнова, лежит ниже модельной x1−λx2 =
0. Следовательно, уход по принципу Э. Чарно-
ва происходит раньше, чем уход, основанный
на понятии пищевой привлекательности.

Заключение

Предложен подход к оцениванию момен-
та времени ухода популяции с участка, со-
держащего питательный ресурс. В отличие от
подхода Э. Чарнова, учитывается состояние
участка, динамически изменяющееся во вре-
мени. Показано, что время пребывания попу-
ляции мигрирующего хищника на участке пре-
вышает величину, найденную на основе под-
хода Э. Чарнова. Следовательно, момент ухо-
да популяции с участка, получаемый с помо-
щью предложенного подхода, более согласует-
ся с реальными наблюдениями [11].
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