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В статье рассмотрена задача оптимального управления инвестиционной поли-
тикой с шумпетеровской динамикой фондов с двумя уровнями эффективно-
сти на бесконечном времени. На основе принципа максимума Понтрягина най-
дены оптимальные в смысле максимизации прибыли объемы инвестиций для
каждого уровня. Проведен качественный анализ динамической системы с про-
извольным переключением управления. Для каждого значения оптимального
управления показана глобальная устойчивость соответствующего положения
равновесия. Найдено инвариантное множество для исследуемой системы с пе-
ременной структурой. Получена оценка для момента времени, после которого
прибыль будет сколь угодно мала. Поставлена задача о выживаемости эконо-
мической системы для двух и произвольного числа уровней эффективности.
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Введение

В начале XX века Й. Шумпетер предложил
концепцию эндогенного экономического роста,
в основе которого лежат два процесса: созда-
ние новых технологий – инновации и их заим-
ствование – имитации. Математическая фор-
мализация теории эндогенного экономическо-
го роста предложена в работах [2, 4–6].
В статье А.А.Шананина и Г.М.Хенкина [6]

описана модель динамики мощностей следую-
щего вида:

Ṁi = (1− ϕi)λiMi + ϕi−1λi−1Mi−1, (1)

где i = 1, 2, . . . с граничными и начальными
условиями

M0(t) ≡ 0,Mi(0) � 0,

N∑
i=1

Mi(0) > 0,

Mi(0) = 0 при i > N.

(2)

Здесь Mi(t) – объем мощностей предприятий
на уровне i, ϕi – доля средств, которую пред-
приятия на уровне i тратят на развитие произ-
водства на уровне i+1, λi – удельная прибыль,
получаемая на уровне i (прибыль от единицы
товара в единицу времени), i = 1, . . . , N . При

этом ϕi(t) = α + β(1 −
i∑

k=0

Mk

∞∑
k=0

Mk

), α > 0, β > 0 –

константы, обозначающие интенсивность ин-
новаций и имитаций соответственно.
В представленной модели уровни различа-

ются прибылью, получаемой за единицу вре-
мени от единичной мощности. Переход пред-
приятий с уровня i возможен только на следу-
ющий более высокий уровень i + 1. При этом
число предприятий, переходящих за единицу
времени с уровня i на уровень i + 1, пропор-
ционально количеству предприятий на уровне
i в данный момент времени. Первое слагае-
мое (1−ϕi)λiMi характеризует экономический

рост на уровне i за счет производства на дан-
ном уровне, а второе ϕi−1λi−1Mi−1 характери-
зует вклад с предыдущего уровня i− 1. В ра-
боте [6] был получен вид предельного распре-
деления мощностей.
В настоящей статье предлагается опти-

мальная в некотором смысле модель шумпе-
теровской динамики. При этом стимулом для
построения предлагаемой модели послужила
работа С. М. Асеева и А. В. Кряжимского [1],
в которой предложена модель оптимального
инвестирования в основные производственные
фонды вида

ẋ = u−δx, u(t)∈U={u∈R
1, 0�u�umax}, (3)

x(0) = x0, (4)

J(x, u)=

+∞∫
0

e−ρt[ax(t)−bx2(t)−cu(t)]dt→max,

(5)
где x – основные производственные фонды
(капитал), управление u(t) – количество еди-
ниц оборудования, приобретаемого в едини-
цу времени, следующую за моментом време-
ни t (инвестиционная политика), постоянные
δ > 0 – удельная скорость износа оборудова-
ния, ρ > 0 – коэффициент дисконтирования,
a = π − ζ > 0, где π > 0 – максимальная цена,
по которой товар может быть продан на рын-
ке, ζ > 0 – стоимость производства единицы
продукта, величина b > 0 такая, что π

b – макси-
мальный доступный объем рынка, c > 0 – сто-
имость единицы капитала, x0 > 0 – начальное
состояние, umax > 0 – максимально возмож-
ный объем инвестиций.
В работе [1] на основе принципа максиму-

ма Понтрягина было построено оптимальное
управление в задаче (3)–(5).
В настоящей работе представлено развитие

модели (3)–(5) с шумпетеровской динамикой
вида (1). Рассматривается экономическая си-
стема из двух уровней эффективности такая,
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что часть средств на каждом уровне исполь-
зуется для производства на текущем уровне, а
другая часть – для развития производства на
следующем уровне. При этом предполагается,
что часть средств на втором уровне эффек-
тивности, используемая для развития произ-
водства на следующем уровне, накапливается
для создания нового уровня эффективности.
Эти средства могут вкладываться в научные
разработки или накапливаться для формиро-
вания начального капитала на новом уровне
эффективности.

Модель оптимального инвестиро-
вания в основные производствен-
ные фонды предприятия с шумпете-
ровской динамикой

Рассмотрим следующую задачу оптималь-
ного управления инвестиционной политикой с
шумпетеровской динамикой следующего вида:{

ẋ1 = u1 − δ1x1 + (1− ϕ1)x1,

ẋ2 = u2 − δ2x2 + (1− ϕ2)x2 + ϕ1x1,
(6)

xi(0) = x0i , i = 1, 2, (7)

u(t) = (u1(t), u2(t)) ∈ U = {(y1, y2) ∈ R
2,

yi � 0, y1 + y2 � umax, i = 1, 2}, (8)

0 � ϕi � 1, i = 1, 2, (9)

J(x, u) =

+∞∫
0

e−ρt
[

2∑
i=1

ai(1− ϕi)xi(t)

− bi(1− ϕi)
2x2i (t)− ciui(t)

]
dt → max.

(10)

Здесь xi – основные производственные фон-
ды (капитал) на уровне i; управления ui(t) –
количество единиц оборудования, приобрета-
емого в единицу времени, следующую за мо-
ментом времени t на уровне i (инвестиционная
политика). Функции ui измеримы (по Лебе-
гу). Заданные постоянные: δi > 0 – удель-
ная скорость износа оборудования на уровне
i; ρ > 0 – коэффициент дисконтирования;
ai = πi − ζ > 0, где πi > 0 – максимальная
цена, по которой товар может быть продан
на рынке, для уровня i; ζi > 0 – стоимость
производства единицы продукта на уровне
i; величины bi > 0 такие, что πi

b – макси-
мальный доступный объем рынка для уровня
i; ϕi – доля средств на уровне i, использу-
емая для развития производства на следую-
щем уровне i + 1; ci > 0 – стоимость едини-
цы капитала на уровне i; x0i > 0 – началь-
ный объем фондов на уровне i; umax > 0 –

максимально возможный объем инвестиций.
Обозначим f(x, u) = (f1(x, u), f2(x, u)) век-
тор правых частей системы (6), g(x, u) =
2∑

i=1
(ai(1− ϕi)xi(t)− bi(1− ϕi)

2x2i (t)− ciui(t)),

где x = (x1, x2), u = (u1, u2).

Замечание 1. В отличие от модели (1)–(2) в
данной работе величины ϕi, i = 1, 2, полага-
ются постоянными.

Замечание 2. Величины ϕi, δi в модели (6)–
(10) в данной работе полагаются такими, что
δi > 1−ϕi, поскольку в случае δi < 1−ϕi име-
ем xi(t) → ∞ при t → ∞, что противоречит
экономической интерпретации xi(t), а случай
δi = 1 − ϕi не имеет смысла рассматривать
по причине его аналитической очевидности. С
экономической точки зрения это означает, что
скорость износа оборудования δi на каждом
уровне превышает скорость роста фондов за
счет внутренних резервов 1−ϕi. В рассматри-
ваемой задаче это ограничение экономически
обосновано, поскольку инвестиции из внешних
источников, ui, необходимы в том случае, ко-
гда собственные средства не покрывают из-
нос. В противном случае экономический рост
обеспечивается за счет внутренних резервов,
и вследствие этого привлечение дополнитель-
ных внешних вложений требуется только для
значительного расширения производства. За-
частую привлечение внешних вложений может
быть убыточно для развития предприятия, ес-
ли, например, речь идет о банковском кредите,
который требует выплаты процентов. В дан-
ной статье задача расширения производства
не рассматривается.

Для решения поставленной задачи (6)–(10)
используется принцип максимума Понтря-
гина.
Проверим выполнение достаточных усло-

вий существования оптимального управления,
полученных в [1].

Условие 1 (A1). Существует такое C0 > 0,
что скалярное произведение

(x, f(x, u)) � C0(1 + ||x||2)

для любых x, u.

Покажем, что это верно. Рассмотрим ска-
лярное произведение

(x, f(x, u)) = x1u1 − δ1x
2
1 + (1− ϕ1)x

2
1 + x2u2

− δ2x
2
2 + (1− ϕ2)x

2
2 + ϕ1x1x2.
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Поскольку u1 + u2 � umax, имеем следую-
щую верхнюю оценку для скалярного произ-
ведения (x, f):

(x, f(x, u)) � umaxx1 + x21 + (1− δ1 − ϕ1)x
2
1

+umaxx2 + (1− δ2 − ϕ2)x
2
2 + ϕ1x1x2.

Рассмотрим евклидову метрику ||x||2=x21+x22.
Вычтем из C0(1 + ||x||2) полученную верхнюю
оценку для (x, f).

C0(1 + ||x||2)− umaxx1x
2
1 + (1− δ1 − ϕ1)x

2
1

+umaxx2 + (1− δ2 − ϕ2)x
2
2 + ϕ1x1x2

= (C0 + δ1 + ϕ1 − 1)x21 − umaxx1

+(C0 + δ2 + ϕ2 − 1)x22 − umaxx2
+C0 − ϕ1x1x2.

Выделим полные квадраты

(ϕ1

2
x1 − x2

)2
+

(
x1

√
C0 + ϕ1 + δ1 − ϕ2

1

4
− 1

− umax

2
√

C0 + ϕ1 + δ1 − ϕ2
1

4 − 1

)2

+

(
x2
√

C0+ϕ2+δ2−2− umax

2
√
C0+ϕ2+δ2−2

)2

+C0 −
(

u2max

4(C0 + ϕ1 + δ1 − ϕ2
1

4 − 1)

)

−
(

u2max

4(C0 + ϕ2 + δ2 − 2)

)
.

Отсюда получаем, что при

C0 �
(

u2
max

4(C0+
ϕ2
1
4
+δ1−1)

)
+
(

u2
max

4(C0+ϕ2+δ2−2)
)

условие (A1) выполняется. Очевидно, что ес-
ли C0 достаточно большое, то данное нера-
венство и, следовательно, условие (А1) вы-
полнено. Рассмотрим в качестве примера
C0 = u2max+2. Ясно, что u2max+2 > 1

2 . Подста-
вим C0 = u2max+2 в правую часть неравенства.
Учитывая ϕ1 < 1, имеем(

u2max

4(u2max + ϕ1 + δ1 + 1− ϕ2
1

4 )

)

+

(
u2max

4(u2max + ϕ2 + δ2)

)
� 1

2
.

Таким образом, показано, что при C0=u2max+2
условие (А1) выполнено.

Условие 2 (A2). Для любого x множество

Q(x) = {(z0, z) ∈ R
3 : z0 � g(x, u),

z = f(x, u), u ∈ U}
выпукло.

Согласно (1.7) из [1, с. 12] условие (А2)
в рассматриваемой задаче выполнено автома-
тически, поскольку управляемая система аф-
финна по управлению.

Условие 3 (A3). Существуют такие положи-
тельные функции ω и μ, заданные на [0,∞),
что ω(t) → +0, μ(t) → +0 при t → ∞, и
для любой допустимой пары (x, u) выполня-
ются неравенства

e−ρtmax
u∈U

|g(x(t), u(t))| � μ(t), t � 0,∫ ∞

T
e−ρt|g(x(t), u(t))|dt � ω(T ), T � 0. (11)

При этом, если функция μ(t) суммируемая,
(11) выполняется автоматически. В этом слу-
чае функцию ω можно определить как

ω(T ) =

∫ ∞

T
μ(t)dt, T � 0.

Проверим выполнение условия (А3). Пока-
жем, что xi(t) ограничены. Решив систему (6),
имеем

x1(t) = e−(δ1+ϕ1−1)t

×
⎛⎝x01 +

t∫
0

u1(τ)e
(δ1+ϕ1−1)τdτ

⎞⎠ ,

x2(t) = e−(δ2+ϕ2−1)t
(
x02 +

t∫
0

(
u2(τ1)

+ϕ1e
−(δ1+ϕ1−1)τ1

(
x01

+

τ1∫
0

u1(τ2)e
(δ1+ϕ1−1)τ2dτ2

))
e(δ2+ϕ2−1)τ1dτ1

)
.

Поскольку ui � umax, получим

x1(t) � e−(δ1+ϕ1−1)tx01 +
umax

δ1 + ϕ1 − 1
, (12)

x2(t) � e−(δ2+ϕ2−1)tx02 +
umax

δ2 + ϕ2 − 1

+ e−(δ1+ϕ1−1) ϕ1x
0
1

δ2 + ϕ2 − δ1 − ϕ1

+
ϕ1umax

(δ1 + ϕ1 − 1)(δ2 + ϕ2 − 1)
.

(13)
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Из (12) и (13) очевидно, что xi(t) огра-
ничены. Следовательно, функция g(x, u) =

a1(1 − ϕ1)x1(t) − b1(1− ϕ1)
2x21(t) − c1u1(t) +

a2(1−ϕ2)x2(t)−b2(1− ϕ2)
2x22(t)−c2u2(t) также

ограничена.
Очевидно, max

u∈U
|g(x, u)| � |a1(1 − ϕ1)x1(t)

− b1(1− ϕ1)
2x21(t) + a2(1 − ϕ2)x2(t) − b2(1−

ϕ2)
2x22(t)+(c1+c2)umax|. Рассмотрим функцию

μ(t) = e−ρt|(a1(1−ϕ1)x1(t)− b1(1− ϕ1)
2x21(t)+

a2(1 − ϕ2)x2(t) − b2(1− ϕ2)
2x22(t)) + (c1 +

c2)umax| + k, где константа k > 0. Ясно, что
e−ρtmax

u∈U
|g(x(t), u(t))| < μ(t). Поскольку μ(t)

суммируемая, то условие (А3) выполнено.
Таким образом, по теореме 2.1 из [1] в рас-

сматриваемой задаче существует оптимальное
допустимое управление.
Гамильтониан имеет вид

H = (ψ1− c1e
−ρt)u1+(ψ2− c2e

−ρt)u2+h(x, ψ),

где ψ = (ψ1, ψ2) – вектор сопряженных пе-
ременных, а слагаемое h(x, ψ) не содержит
управления u. Уравнения для сопряженных
переменных имеют вид⎧⎨⎩
ψ̇1 = −δ1ψ1+u1ψ1−u1ψ2+e−ρta1u1−
− 2b1u

2
1x1

ψ̇2 = −δ2ψ2+u2ψ2+e−ρta2u2−2b2u
2
2x2.

(14)

Система (6), (14) – линейная неоднородная, ее
решение (x1(t), x2(t), ψ1(t), ψ2(t)) удовлетворя-
ет условию асимптотической стационарности,
представленному в [1]:

H = lim
t→∞H(x∗1, x

∗
2, t, ψ1(t), ψ2(t)) = 0.

Обозначим qi = ψi − cie
−ρt, i = 1, 2. Согласно

принципу максимума Понтрягина оптималь-
ное управление u∗ имеет вид

u∗ =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
(0, 0), если q1 < 0, q2 < 0,

(0, umax), если q1 < 0, q2 > 0,

(umax, 0), если q1 > 0, q2 < 0,

(û1, û2), если q1 > 0, q2 > 0,

(15)

где

(û1, û2) =

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
(umax, 0),

q1
q2

> 1,

(0, umax),
q1
q2

< 1,

(û∗1, û∗2), û∗1 + û∗2 = umax,
q1
q2

= 1.

Очевидно, с экономической точки зрения, ес-
ли некоторое qi < 0, то это означает, что ин-
вестирование в фонды на данном уровне эф-
фективности i нецелесообразно. В случае, ко-
гда qi > 0, i = 1, 2, распределение инвести-
ций определяется соотношением q1

q2
, которое

показывает, вложения в какой уровень обес-
печат большую прибыль. В такой доминиру-
ющий уровень оптимально инвестировать все
доступные средства. Если q1 = q2, т. е. уров-
ни равнозначны, то конкретное распределение
(u∗1, u∗2), где u∗1+u∗2 = umax, не имеет значения,
поскольку прибыль будет одинакова. Следует
заметить, что на практике случаи равенства
q1 = q2, q1 = 0 и q2 = 0 невозможны хотя
бы потому, что в экономике все величины вы-
числяются приближенно. Таким образом, при
дальнейшем анализе откажемся от рассмотре-
ния этих случаев. Вид решения (6), (14) не
позволяет использовать его для дальнейшего
уточнения оптимального управления.
Исследуем динамику системы при u, при-

нимающем одно из значений, которое дает-
ся принципом максимума Понтрягина, т. е.
определяемое по формуле (15). Для этого рас-
смотрим системы, получаемые при возмож-
ных значениях оптимального управления u∗ =
(u∗1, u∗2). Рассмотрим первый случай u∗ =
(0, 0). Имеем{

ẋ1 = −δ1x1 + (1− ϕ1)x1,

ẋ2 = −δ2x2 + (1− ϕ2)x2 + ϕ1x1.
(16)

При u∗ = (0, umax) получаем следующую си-
стему уравнений:{

ẋ1 = −δ1x1 + (1− ϕ1)x1
ẋ2 = umax − δ2x2+(1−ϕ2)x2+ϕ1x1.

(17)

Если u∗ = (umax, 0), то система имеет вид{
ẋ1 = umax − δ1x1 + (1− ϕ1)x1
ẋ2 = −δ2x2 + (1− ϕ2)x2 + ϕ1x1.

(18)

Таким образом, для каждого возможно-
го значения оптимального управления u∗ =
(u∗1, u∗2) получаем положение равновесия соот-
ветствующей системы

(x∗1, x
∗
2) =

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
(0, 0), (u∗1, u∗2) = (0, 0),

(0, umax

δ2+ϕ2−1), (u∗1, u∗2) = (0, umax),

( umax

δ1+ϕ1−1 ,
umaxϕ1

(δ1+ϕ1−1)(δ2+ϕ2−1)),
(u∗1, u∗2) = (umax, 0).

Исследуем полученные равновесия на предмет
глобальной устойчивости. Для этого исполь-
зуем теорему об асимптотической устойчиво-
сти по первому приближению. Поскольку u∗i –
константы во всех случаях, то матрица Якоби
f ′ для каждого оптимального управления u∗
имеет вид

f ′ =
(−δ1 − ϕ1 + 1 0

ϕ1 −δ2 − ϕ2 + 1

)
.
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Ее собственные числа: λ1 = −δ1 − ϕ1 + 1 < 0,
λ2 = −δ2 − ϕ2 + 1 < 0. Следовательно, по-
скольку системы (16)–(18) линейны, каждое
из равновесий (x∗1, x∗2), соответствующее сво-
им значениям оптимального управления u∗ =
(u∗1, u∗2), глобально асимптотически устойчиво.
Исходя из вышесказанного, имеем динами-

ку системы следующего вида: при каждом оп-
тимальном u∗ = (u∗1, u∗2) траектория будет
приближаться к своему глобально устойчиво-
му равновесию (x∗1(u∗), x∗2(u∗)), положение ко-
торого будет изменяться при переключении
управления согласно формуле (15).
Рассмотрим систему с переменной структу-

рой при условии (15) следующего вида:⎧⎨⎩
ẋ1 = u∗1j − δ1x1 + (1− ϕ1)x1
ẋ2 = u∗2j − δ2x2 + (1− ϕ2)x2 + ϕ1x1,

j = 1, 2, 3.

(19)

⎧⎨⎩
(u∗11, u∗21) = (0, 0)

(u∗12, u∗22) = (0, umax)

(u∗13, u∗23) = (umax, 0).

(20)

Теорема 1 (об инвариантном множестве).
Система (19) при любом из условий (20) име-
ет инвариантное множество Π = {(x1, x2) ∈
R
2 : 0 � x1 � umax

δ1+ϕ1−1 , 0 � x2 � umax

δ2+ϕ2−1 +
ϕ1umax

(δ1+ϕ1−1)(δ2+ϕ2−1)}.
Замечание 3. Смысл теоремы 1 состоит в
том, что хотя мы не знаем моменты пере-
ключения системы, мы можем определить,
где сосредоточено движение системы (мно-
жество Π). Таким образом, мы локализо-
вали движение, т. е. оптимальную траекто-
рию. На практике крайне затруднительно ре-
ализовать конкретные моменты переключе-
ния в экономических системах, следовательно,
невозможно реализовать оптимальную траек-
торию, и тем самым мы получаем неоптималь-
ное движение. Однако, согласно теореме 1,
при любых моментах переключения движение
находится в Π.

Доказательство. Поскольку ẋ1 < 0 при x1 =
umax

δ1+ϕ1−1 для любого управления u∗, траекто-
рии пересекают прямую x1 = umax

δ1+ϕ1−1 справа
налево (в направлении убывания x1). Значит,
все траектории входят в полосу x1 � umax

δ1+ϕ1−1
и не выходят из нее. Кроме того, поскольку
ẋ1 < 0 при x1 = R1 для любой постоянной
R1 � umax

δ1+ϕ1−1 , траектории входят в любую по-
лосу x1 � R и не выходят из нее. Следователь-
но, полоса x1 � umax

δ1+ϕ1−1 является притягиваю-
щим множеством.

Рассмотрим поведение траекторий внутри
данной полосы. Найдем точки пересечения
прямой x1 = umax

δ1+ϕ1−1 с изоклиной ẋ2 = 0 при
различном оптимальном управлении:

• при (u∗1, u∗2) = (0, 0):

Q1 = ( umax

δ1+ϕ1−1 ,
ϕ1umax

(δ1+ϕ1−1)(δ2+ϕ2−1));

• при (u∗1, u∗2) = (0, umax):

Q2 = ( umax

δ1+ϕ1−1 ,
umax

δ2+ϕ2−1 + ϕ1umax

(δ1+ϕ1−1)(δ2+ϕ2−1));

• при (u∗1, u∗2) = (umax, 0):

Q3 = ( umax

δ1+ϕ1−1 ,
ϕ1umax

(δ1+ϕ1−1)(δ2+ϕ2−1)) = Q1.

Значит, наивысшая точка пересечения
(с наибольшим x2) – это точка Q2 =
( umax

δ1+ϕ1−1 ,
umax

δ2+ϕ2−1 + ϕ1umax

(δ1+ϕ1−1)(δ2+ϕ2−1)). Рас-
смотрим поведение траекторий на прямой
x2 = umax

δ2+ϕ2−1 + ϕ1umax

(δ1+ϕ1−1)(δ2+ϕ2−1) . Очевидно,
данная прямая находится выше всех возмож-
ных изоклин ẋ2 = 0, за исключением един-
ственной точки Q2 ее пересечения с изоклиной
x2 = umax+ϕ1x1

δ2+ϕ2−1 (при (u∗1, u∗2) = (0, umax)). Сле-
довательно, при x1 ∈ [0, umax

δ1+ϕ1−1 ] имеем ẋ2 < 0

при x2 = umax

δ2+ϕ2−1 + ϕ1umax

(δ1+ϕ1−1)(δ2+ϕ2−1) , что
означает, что все траектории пересекают пря-
мую x2 = umax

δ2+ϕ2−1 + ϕ1umax

(δ1+ϕ1−1)(δ2+ϕ2−1) сверху
вниз (в направлении убывания x2). Рассмот-
рим отдельно точку Q2. Имеем ẋ1(Q2) < 0,
ẋ2(Q2) = 0, следовательно, получаем движе-
ние по прямой x2 = umax

δ2+ϕ2−1+
ϕ1umax

(δ1+ϕ1−1)(δ2+ϕ2−1)
в направлении убывания x1. Кроме того,
ẋ2 < 0 при x2 = R2 для любой постоянной
R2 � umax

δ2+ϕ2−1 + ϕ1umax

(δ1+ϕ1−1)(δ2+ϕ2−1) . Следова-
тельно, траектории входят в любое множество
Π(R1, R2) = {(x1, x2) ∈ R

2 : 0 � x1 � R1, 0 �
x2 � R2} и не выходят из него.
Таким образом, множество

Π =

{
(x1, x2) ∈ R

2 : 0 � x1 �
umax

δ1 + ϕ1 − 1
,

0 � x2 �
umax

δ2+ϕ2−1
+

ϕ1umax

(δ1+ϕ1−1)(δ2+ϕ2−1)

}
является инвариантным и притягивающим.

Естественно, модель (6)–(10) функциони-
рует на конечном промежутке времени. Это
связано с тем, что коэффициенты δi, ϕi, ai,
bi, ci определяются конкретными экономиче-
скими условиями и технологиями. Но беско-
нечный промежуток времени управления поз-
воляет управлять так, что к концу промежут-
ка существования модели (6)–(10) экономиче-
ская система имеет некоторый объем ресурсов
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для дальнейшего развития и реструктуриза-
ции, которая приводит к изменению указан-
ных коэффициентов. Получим оценку прибы-
ли начиная с достаточно большого момента
времени, которую можно использовать при ре-
шении вопроса о реструктуризации.
Покажем, что функционал J � ε для лю-

бого ε > 0 начиная с некоторого момента T .
Представим J в виде J = J1 + J2, где

Ji =

+∞∫
T

e−ρt[ai(1− ϕi)xi(t)

− bi(1− ϕi)
2x2i (t)− ciui(t)]dt,

i = 1, 2. Слагаемые J1, J2 относятся к перво-
му и второму уровням эффективности соот-
ветственно.

Замечание 4. В данной работе исследуется
случай, когда получаемая прибыль положи-
тельна (J > 0). Случай убыточного производ-
ства (J < 0) не рассматривается.

Обозначим ki = δi + ϕi − 1 > 0. Напомним,

x1(t) = e−k1t(x01 +

t∫
0

(u1(τ)e
k1τdτ)),

x2(t) = e−k2t(x02+

t∫
0

(u2(τ1)+ϕ1e
−k1τ1

×
⎛⎝x01 +

τ1∫
0

u1(τ2)e
k1τ2dτ2))e

k2τ1dτ1

⎞⎠ .

Таким образом, имеем

J1 =

+∞∫
T

e−ρt

⎡⎢⎣e−k1ta1(1−ϕ1)

⎛⎝x01+ t∫
0

u1e
k1τdτ

⎞⎠− c1u1 − e−2k1tb1(1−ϕ1)
2

⎛⎝x01 + t∫
0

u1e
k1τdτ

⎞⎠2
⎤⎥⎦ dt

�
+∞∫
T

e−ρte−k1ta1(1−ϕ1)

⎛⎝x01+

t∫
0

u1e
k1τdτ

⎞⎠dt �
+∞∫
T

e−(ρ+k1)ta1(1−ϕ1)

⎛⎝x01+umax

t∫
0

ek1τdτ

⎞⎠dt

=

+∞∫
T

e−(ρ+k1)ta1(1−ϕ1)

(
x01+umax

(
ek1t − 1

k1

))
dt

= a1(1− ϕ1)

(
x01

ρ+ k1
e−(ρ+k1)T +

umax

ρk1
e−ρT − umax

k1(ρ+ k1)
e−(ρ+k1)T

)

= a1(1− ϕ1)e
−ρt

(
k1x

0
1 − umax

k1(ρ+ k1)
e−k1T +

umax

ρk1

)
� a1(1− ϕ1)e

−ρt
(
k1x

0
1 − umax

k1(ρ+ k1)
+

umax

ρk1

)
� ε

для любого ε > 0.
Имеем J1 � ε для любого ε > 0 при T � T1 = −1

ρ ln
ε

a1(1−ϕ1)

(
k1x0

1
−umax

k1(ρ+k1)
+umax

ρk1

) .

J2 �
+∞∫
T

e−ρte−k2ta2(1− ϕ2)

⎡⎣x02 + t∫
0

⎛⎝u2 + ϕ1e
−k1τ1

⎛⎝x01 +

τ1∫
0

u1e
k1τ2dτ2

⎞⎠ ek2τ1

⎞⎠ dτ1

⎤⎦ dt

� a2(1− ϕ2)

+∞∫
T

e−(ρ+k2)t

⎛⎝x02 +

t∫
0

⎛⎝umax + ϕ1e
−k1τ1(x01 + umax

τ1∫
0

(ek1τ2dτ2)e
k2τ1)dτ1

⎞⎠⎞⎠ dt

= a2(1− ϕ2)

(
x02

ρ+ k2
e−(ρ+k2)T+

umax

ρk2
e−ρT − umax

k2(ρ+ k2)
e−(ρ+k2)T+

ϕ1x
0
1

(k2 − k1)(ρ+ k2)
e−(ρ+k1)T

− ϕ1x
0
1

(k2 − k1)(ρ+ k2)
e−(ρ+k2)T +

ϕ1umax

k1k2ρ
e−ρT − ϕ1umax

k1(k2 − k1)(ρ+ k1)e−(ρ+k1)T

)
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= a2(1− ϕ2)e
−ρT

(
e−k2T

(
x02

ρ+ k2
− umax

k2(ρ+ k2)
− ϕ1x

0
1

(k2 − k1)(ρ+ k2)

)

+ e−k1T

(
ϕ1x

0
1

(k2 − k1)(ρ+ k2)
− ϕ1umax

k1(k2 − k1)(ρ+ k1)

)
+

umax

ρk2
+

ϕ1umax

k1k2ρ

)

� a2(1− ϕ2)e
−ρT

(
x02

ρ+ k2
− umax

k2(ρ+ k2)
− ϕ1x

0
1

(k2 − k1)(ρ+ k2)
+

ϕ1x
0
1

(k2 − k1)(ρ+ k2)

− ϕ1umax

k1(k2 − k1)(ρ+ k1)
+

umax

ρk2
+

ϕ1umax

k1k2ρ

)
� ε

для любого ε > 0.
Имеем J2 � ε для любого ε > 0 при

T � T2 = −1

ρ
ln

ε

a2(1− ϕ2)
(
k2x0

2−umax

k2(ρ+k2)
+ (k1+ϕ1)umax

ρk1k2
− k1ϕ1x0

1+ϕ1umax

k1(k2−k1)(ρ+k1)
− ϕ1x0

1

(k2−k1)(ρ+k2)

) .

Получаем J � ε для любого ε > 0 при
T � max(T1, T2).

Задача о выживаемости экономи-
ческой системы

Поставим задачу о выживаемости двух-
уровневой экономической системы. Выживае-
мость экономической системы означает, что ни
один из уровней эффективности не исчезает,
т. е. объем фондов на каждом уровне должен
быть отделен от нуля в любой момент времени.
Таким образом, на управление накладывается
дополнительное ограничение, обеспечивающее
выживаемость системы.
Обозначим x̃i = const > 0 минимально до-

пустимый объем производственных фондов на
i-м уровне. Тогда получаем задачу о выжива-
емости следующего вида:⎧⎨⎩
ẋ1 = u1−δ1x1+(1−ϕ1)x1 = f1(x1, x2, u1, u2),

ẋ2 = u2−δ2x2+(1−ϕ2)x2 + ϕ1x1
= f2(x1, x2, u1, u2),

xi(t) � x̃i, t � 0, i = 1, 2,

xi(0) = x0i � x̃i, i = 1, 2,

u = (u1(t), u2(t)) ∈ U = {(y1, y2) ∈ R
2,

y1 + y2 � umax, yi � 0, i = 1, 2}, (21)

0 � ϕi � 1, i = 1, 2.

Таким образом, цель состоит в том, чтобы
найти такое управление u = (u1, u2), при ко-
тором траектория не выходит из множества
X = {(x1, x2) ∈ R

2 : xi(t) � x̃i, t � 0, i = 1, 2},
т. е. множество X должно быть инвари-
антным. Для этого необходимо, чтобы все

траектории пересекали границу ∂X снаружи
внутрь. Это означает, что вектор скорости f
должен составлять острый угол с каждой нор-
малью ni на границе ∂X, т. е. скалярное про-
изведение каждой нормали на вектор правых
частей (ni, f) > 0, i = 1, 2.

(n1, f) = f1(x1, x2, u1, u2) = u1 − δ1x̃1
+(1− ϕ1)x̃1 > 0.

Получаем u1 > x̃1(δ1 + ϕ1 − 1) = ũ1.

(n2, f) = f2(x1, x2, u1, u2) = u2 − δ2x2
+(1− ϕ2)x2 + ϕ1x1 > 0.

Получаем u2 > x̃2(δ2+ϕ2−1)−ϕ1x1. Посколь-
ку ϕ1x1 > 0, можно рассматривать условие
u2 > x̃2(δ2 + ϕ2 − 1) = ũ2. Учитывая ограни-
чение (21), имеем следующую область допу-
стимых управлений, обеспечивающих выжи-
ваемость Uv = {(u1, u2) ∈ R

2
+ : ũ1 � u1 �

umax − ũ2, ũ2 � u2 � umax − ũ1}.
Обобщим задачу о выживаемости, рассмот-

рев систему из n уровней эффективности вида⎧⎨⎩
ẋ1 = u1 − δ1x1 + (1− ϕ1)x1 = f1(x, u),

ẋi = ui − δixi + (1− ϕi)xi + ϕi−1xi−1
= fi(x, u),

x = (x1, . . . , xn), u = (u1, . . . , un),

xi(t) � x̃i, t � 0, i = 1, . . . , n,

xi(0) = x0i � x̃i, i = 1, . . . , n,

u = (u1(t), . . . , un(t)) ∈ U=

{
(y1, . . . , yn)∈R

n,

n∑
i=1

yi � umax, yi � 0, i = 1, . . . , n

}
, (22)
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0 � ϕi � 1, i = 1, . . . , n.

Требуется найти такое управление u =
(u1, . . . , un), при котором траектория не выхо-
дит из множества X = {(x1, . . . , xn) ∈ R

n :
xi(t) � x̃i, t � 0, i = 1, . . . , n}, т. е. мно-
жество X должно быть инвариантным. Для
этого необходимо, чтобы все траектории пе-
ресекали ∂X снаружи внутрь. Это означает,
что вектор скорости f должен составлять ост-
рый угол с каждой нормалью ni на грани-
це ∂X, т. е. скалярное произведение каждой
нормали на вектор правых частей (ni, f) > 0,
i = 1, . . . , n.

(n1, f) = f1(x, u) = u1 − δ1x̃1 + (1− ϕ1)x̃1 > 0.

Получаем u1 > x̃1(δ1 + ϕ1 − 1) = ũ1.

(ni, f) = fi(x, u) = ui − δixi + (1− ϕi)xi
+ϕi−1xi−1 > 0.

Получаем ui > x̃i(δi + ϕi − 1) − ϕi−1xi−1. По-
скольку ϕi−1xi−1 > 0, можно рассматривать
условие ui > x̃i(δi + ϕi − 1) = ũi. Учитывая
ограничение (22), имеем следующую область
допустимых управлений, обеспечивающих вы-
живаемость:

Uv =

{
(u1, . . . , un) ∈ R

n
+ :

ũ1 � u1 � umax −
n∑

j=2

ũi, ũi � ui

� umax −
n∑

j=1,j �=i

ũi, i = 1, . . . , n

}
.

Заключение

В работе рассмотрена задача оптимального
управления инвестиционной политикой с шум-
петеровской динамикой фондов с двумя уров-
нями эффективности на бесконечном времени.
Для решения поставленной задачи использу-
ется принцип максимума Понтрягина. Показа-
но существование оптимального управления.
Получены и проанализированы необходимые
условия оптимальности управления. Прове-
ден качественный анализ динамической систе-
мы с произвольным переключением управле-
ния, принимающего значения (20). Для каж-
дого значения оптимального управления пока-
зана глобальная устойчивость соответствую-
щего положения равновесия. Найдено инвари-
антное множество для исследуемой системы с
переменной структурой. Получена оценка мо-
мента времени, начиная с которого прибыль

будет сколь угодно мала. Поставлена задача
о выживаемости экономической системы для
двух и произвольного числа уровней эффек-
тивности. Найдены допустимые управления,
обеспечивающие выживаемость.
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