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Размерность финитной аппроксимации dimF ξ определена для любой точки
ξ пространства вида F(X), где F – метризуемый полунормальный функтор,
а X – метрический компакт. Такими точками могут быть замкнутые под-
множества, вероятностные меры, максимальные сцепленные системы замкну-
тых множеств и т. д. Проведенные исследования показывают, что для мно-
гих функториальных конструкций общей топологии (функторов экспоненты,
вероятностных мер, суперрасширения и др.) размерность финитной аппрокси-
мации dimF ξ не превосходит емкостной размерности dimB носителя supp(ξ)
данной точки. В связи с этим естественно возникает задача описания класса
функторов, для которых выполняется указанное ограничение на размерность
финитной аппроксимации. В работе введено понятие метризуемого функтора,
сохраняющего ε-сети. Условие сохранения ε-сетей функтором F оказывается
достаточным для выполнения неравенства dimF ξ � dimB(supp(ξ)) для любой
точки ξ ∈ F(X). Доказано, что ряд известных метризуемых функторов сохра-
няет ε-сети.
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The dimension of finite approximation dimF ξ is defined for any point ξ of the space
F(X), where F is a metrizable seminormal functor and X is a metric compactum.
Such points can represent closed subsets, probability measures, maximal linked
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systems of closed sets, etc. The analysis shows that for many functorial
constructions of general topology (exponential functor, probability measures
functor, superextension functor, etc.) the dimension of finite approximation dimF ξ
does not exceed the box dimension dimB of the support supp(ξ) of this point. In this
connection, the problem naturally arises of how to describe the class of functors for
which the indicated restriction on the dimensionality of the finite approximation
holds. This paper introduces the notion of a metrizable functor that preserves
ε-nets. The condition that ε-nets be preserved by the functor F proved to be
sufficient for the inequality dimF ξ � dimB(supp(ξ)) for any point ξ ∈ F(X). It
is proved that a number of well-known metrizable functors preserve ε-nets.
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Введение
Размерность финитной аппроксимации

dimF ξ определена для любой точки ξ ∈ F(X),
где F – метризуемый полунормальный функ-
тор в категории компактов и непрерывных
отображений, а X – метрический компакт.
Функтор F называется полунормальным, если
он сохраняет точку и пустое множество, моно-
морфен, сохраняет пересечения и непрерывен
в смысле Е. В. Щепина. Если F – полунор-
мальный функтор, то для любого замкнутого
подмножества A компакта X пространство
F(A) естественно отождествляется с подпро-
странством F(X), т. е. можно считать, что
F(A) ⊂ F(X). Для любой точки ξ ∈ F(X)
определен ее носитель supp(ξ) как наимень-
шее (по включению) замкнутое подмножество
A ⊂ X, для которого ξ ∈ F(A). Для n ∈ N

Fn(X) = {ξ ∈ F(X) : |supp(ξ)| � n}.
Известно, что

⋃
n∈NFn(X) всюду плотно в

F(X) и X = F1(X) ⊂ F(X). Доказательство
всех этих фактов дано в работе [10].
Полунормальный функтор F называется

метризуемым (по В. В. Федорчуку [6]), если
для любого метрического компакта (X, ρ) су-
ществует продолжение ρF метрики ρ на F(X)
(сохраняющее диаметр X), при котором под
действием функтора F сохраняются изомет-
рические вложения. В дальнейшем речь идет
только о функторах бесконечной степени, для
которых Fn(X) �= F(X) для любого n ∈ N и
любого бесконечного компакта X.
Пусть (X, ρ) – метрический компакт. Для

каждой точки ξ ∈ F(X) положим
N(ξ, ε) = min{n : ρF (ξ,Fn(X)) � ε}. (1)

Если ξ �∈ ⋃
n∈NFn(X), то число N(ξ, ε) неогра-

ниченно возрастает при ε → 0. Скорость этого
возрастания характеризует размерность фи-
нитной аппроксимации точки ξ

dimF (ξ) = lim
ε→0

logN(ξ, ε)

− log ε
. (2)

Размерность dimF (ξ) определяет «точку пере-
ключения» предела

lim
ε→0

N(ξ, ε)εα

– при α < dimF (ξ) этот предел равен беско-
нечности, а при α > dimF (ξ) он равен нулю.
Заметим, что предел в формуле (2) мо-

жет не существовать. Тогда мы рассматриваем
верхний или нижний пределы и получаем, со-
ответственно, верхнюю dimF (ξ) или нижнюю
dimF (ξ) размерности финитной аппроксима-
ции точки ξ.
Определение размерности финитной ап-

проксимации позволяет установить общую
функториальную природу таких известных
математических понятий, как емкостная раз-
мерность dimB X метрического компакта X и
размерность квантования D(μ) вероятностной
меры μ. Оказывается, что емкостная размер-
ность dimB F любого замкнутого подмноже-
ства F ⊂ X совпадает с размерностью фи-
нитной аппроксимации dimexp(F ), определен-
ной для функтора экспоненты exp с метри-
кой Хаусдорфа, а размерность квантования
вероятностной меры является размерностью
финитной аппроксимации для функтора веро-
ятностных мер P с метрикой Канторовича –
Рубинштейна. Свойства емкостной размерно-
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сти и размерности квантования подробно изу-
чены (см. [5] и [11]). Размерности финитной
аппроксимации для функторов суперрасши-
рения и идемпотентных (вероятностных) мер
рассматривались в работах [4] и [13] соответ-
ственно. Для всех указанных функторов вы-
полняется общее неравенство

dimF (ξ) � dimB(supp(ξ)) (3)

для любой точки ξ ∈ F(X). В связи с
этим встает вопрос о справедливости нера-
венства (3) для любого метризуемого функ-
тора. Надо заметить, что определение мет-
ризуемости налагает весьма слабые ограниче-
ния на функтор, поэтому представляет инте-
рес формулировка дополнительных требова-
ний на функтор F , которые гарантируют вы-
полнение неравенства (3).
В работе предложено условие сохранения ε-

сетей, имеющее естественную формулировку:
метризуемый функтор F сохраняет ε-сети, ес-
ли для любой ε-сети A подмножества B ⊂ X
множество F(A) является ε-сетью для F(B).
Это условие можно ослабить, а именно, тре-
бовать, чтобы множество F(A) было pε-сетью
для F(B), где p � 1 – некоторая константа, за-
висящая от F . Показано, что данное условие
является достаточным для выполнения нера-
венства (3). Установлено, что все упомянутые
выше функторы сохраняют ε-сети.

Предварительные определения

Определение 1 (В. В. Федорчук [6]). Полу-
нормальный функтор F называется метризуе-
мым, если для любого метрического компакта
(X, ρ) может быть указана совместимая с то-
пологией метрика ρF на F(X) так, что выпол-
няются следующие условия:
1) для любого изометрического вложения

i : (X1, ρ1) → (X2, ρ2) отображение F(i) :
(F(X1), (ρ1)F ) → (F(X2), (ρ2)F ) также явля-
ется изометрическим вложением;
2) ρF |X = ρ;
3) diam(X) = diam(F(X)).
При этом семейство метрик {ρF} по опре-

делению задает метризацию функтора F .
Если F – метризуемый функтор и (X, ρ) –

метрический компакт, то согласно формуле (1)
для любой точки ξ ∈ F(X) и любого ε > 0
определено число N(ξ, ε).
Определение 2 (см. [3] и [12]). Размер-
ностями финитной аппроксимации (верхней
dimF (ξ) и нижней dimF (ξ)) точки ξ ∈ F(X)
называются следующие величины:

dimF (ξ) = limε→0
logN(ξ, ε)

− log ε
,

dimF (ξ) = limε→0

logN(ξ, ε)

− log ε
.

Очевидно, что всегда dimF (ξ) � dimF (ξ).
В случае выполнения равенства dimF (ξ) =
dimF (ξ) используется обозначение dimF (ξ).
Приведем необходимые сведения о кон-

кретных функторах, которые рассматривают-
ся в работе.

Функтор exp. Для компакта X через
expX обозначается пространство непустых за-
мкнутых подмножеств X с топологией Вье-
ториса. Каждому непрерывному отображению
компактов f : X → Y соответствует непрерыв-
ное отображение exp(f) : expX → expY , дей-
ствующее по правилу: exp(f)(A) = f(A), где
A ∈ expX. Для метрического компакта (X, ρ)
на expX определена метрика Хаусдорфа ρH :

ρH(F,G)=inf{ε :F ⊂B(G, ε), G⊂B(F, ε)}, (4)
где B(F, ε) = {x ∈ X : ρ(x, F ) � ε} – за-
мкнутый ε-шар множества F (аналогично че-
рез B(x, ε) мы обозначаем замкнутый ε-шар
точки x ∈ X). Известно [5], что семейство мет-
рик {ρH} задает метризацию функтора exp.
Напомним, что подмножество A ⊂ X мет-

рического компакта называется ε-сетью для
F ⊂ X, если B(A, ε) ⊃ F . Нетрудно показать,
что для любого F ∈ expX число N(F, ε) равно
наименьшему количеству точек в ε-сети для
F , откуда сразу следует [4] совпадение размер-
ностей финитной аппроксимации для функто-
ра exp с классическими емкостными размер-
ностями:

dimexp(F ) = dimBF, dimexp(F ) = dimBF.

Для любого F ∈ expX носителем supp(F ) яв-
ляется само множество F . Следовательно, для
функтора exp неравенство (3) выполняется.
Функтор вероятностных мер Р. Через

P (X) обозначается множество вероятностных
мер на компакте X, наделенное слабой* топо-
логией. Если вероятностную меру μ отожде-
ствить (согласно теореме Рисса) с функциона-
лом μ : C(X) → R, действующим на простран-
стве C(X) непрерывных функций на X по
формуле μ(g) =

∫
g dμ, то для любого непре-

рывного отображения компактов f : X → Y
образ P (f)(μ) меры μ ∈ P (X) при отобра-
жении P (f) : P (X) → P (Y ) определяется по
формуле: P (f)(μ)(g) = μ(g ◦ f), где g ∈ C(Y ).
Для метрического компакта (X, ρ) на P (X)
определена совместимая с топологией метри-
ка Канторовича –Рубинштейна ρP :

ρP (μ.ν) = sup{|μ(g)− ν(g)| : g ∈ Lip1(X)},




Труды Карельского научного центра Российской академии наук. 2022. № 4

где Lipc(X) – множество вещественных функ-
ций на X, удовлетворяющих условию Липши-
ца с константой c. Известно [6], что семейство
метрик {ρP } определяет метризацию функто-
ра P . В [3] показано, что размерность финит-
ной аппроксимации dimP (μ) меры μ совпадает
с размерностью квантования D(μ), определен-
ной в рамках теории квантования вероятност-
ных мер [11].
Носителем меры μ ∈ P (X) является наи-

меньшее (по включению) замкнутое подмно-
жество A ⊂ X, для которого μ(A) = 1. Из-
вестно, что

D(μ) � dimB(supp(μ)),

D(μ) � dimB(supp(μ))
(5)

(см. [3], для мер в R
n с компактным носите-

лем – [11]).
Функтор идемпотентных мер I. Для

c ∈ R через cX обозначается постоянная функ-
ция на X со значением c.
Определение 3 (см. [1]). Функционал μ :
C(X) → R называется идемпотентной (веро-
ятностной) мерой, определенной на компакте
X, если для любых f, g ∈ C(X) и c ∈ R

1) μ(cX) = c;
2) μ(cX + f) = c+ μ(f);
3) μ(max{f, g}) = max{μ(f), μ(g)}.
Множество I(X) идемпотентных мер на

компакте X, наделенное слабой* топологи-
ей, всегда является компактом. Для любо-
го непрерывного отображения компактов f :
X → Y отображение I(f) : I(X) → I(Y ) опре-
деляется по схеме приведенного выше опреде-
ления отображения P (f). Как показал М. За-
ричный [1], функтор I является нормальным в
смысле Е. В. Щепина (в частности, функтор I
полунормален).
Для каждой идемпотентной меры μ ∈ I(X)

определена ее плотность dμ : X → Rmax по
формуле dμ(x) = inf{μ(f) : f ∈ C(X), f �
0X , f(x) = 0}, где Rmax = {−∞} ∪ R. Функ-
ция dμ удовлетворяет условию max dμ = 0 и
полунепрерывна сверху. При этом dμ опреде-
ляет исходную идемпотентную меру μ:

μ(f) = max{dμ(x) + f(x) : x ∈ X}, (6)

где f ∈ C(X). (Формула (6) корректна, по-
скольку функция dμ+f полунепрерывна свер-
ху и, следовательно, sup{dμ(x)+ f(x) : x ∈ X}
достигается в некоторой точке компакта X). И
обратно, если взять любую полунепрерывную
сверху функцию g : X → Rmax, удовлетворяю-
щую условию max g = 0, то формула (6) опре-
деляет идемпотентную меру μg:

μg(f) = max{g(x) + f(x) : x ∈ X},

для которой dμg
= g (см. [8]). Носителем идем-

потентной меры μ является множество

supp(μ) = {x : dμ(x) > −∞}.
В работе Л. Базилевич, Д. Реповша и

М. Заричного [9] для любого метрического
компакта (X, ρ) на I(X) определена метрика
ρI . В [13] показано, что семейство {ρI} зада-
ет метризацию функтора I. Метрика ρI стро-
ится в [9] с помощью семейства непрерывных
псевдометрик ρn (n ∈ N), определение кото-
рых аналогично определению метрики Канто-
ровича –Рубинштейна на P (X):

ρn(μ, ν) = sup{|μ(f)− ν(f)| : f ∈ Lipn(X)},
где μ, ν ∈ I(X). По определению

ρI(μ, ν) =
∑
n∈N

ρn(μ, ν)

n2n
. (7)

Размерности финитной аппроксимации идем-
потентных мер, определенные по метризации
{ρI}, в работе [13] были названы размерностя-
ми квантования (по аналогии с вероятностны-
ми мерами) и обозначены через DI(μ).
Для размерностей квантования идемпо-

тентных мер имеют место неравенства, анало-
гичные (5) (см. [13]):

DI(μ) � dimB(supp(μ)),

DI(μ) � dimB(supp(μ)).

Функтор суперрасширения. Система
замкнутых подмножеств компакта X называ-
ется сцепленной, если любые два ее элемента
пересекаются. Любая максимальная (по вклю-
чению) сцепленная система (мсс) замкнутых
подмножеств компакта X является точкой
пространства exp(expX). Таким образом, мно-
жество λX максимальных сцепленных систем
является подмножеством exp(expX) и может
быть наделено топологией подпространства.
Для любого компактаX пространство λX так-
же компактно. Если (X, ρ) – метрический ком-
пакт, то на exp(expX) определена метрика Ха-
усдорфа (ρH)H , ограничение которой на λ(X)
обозначается через ρλ. Известно, что

ρλ(ξ, η) = inf{ε : ∀F ∈ ξ B(F, ε) ∈ η}.
Для непрерывного отображения компактов f :
X → Y отображение λ(f) : λ(X) → λ(Y ) опре-
деляется по правилу: λ(f)(ξ) есть единствен-
ная мсс в Y , содержащая сцепленную систе-
му {f(F ) : F ∈ ξ}. Носитель мсс ξ ∈ λ(X)
есть наименьшее (по включению) замкнутое
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подмножество A ⊂ X, для которого система
{F ∩ A : F ∈ ξ} является сцепленной. Функ-
тор λ является метризуемым полунормальным
функтором с метризацией {ρλ} (см. [6, 7]).
В [4] показано, что для размерностей фи-

нитной аппроксимации максимальных сцеп-
ленных систем ξ ∈ λX выполняются неравен-
ства (3):

dimλ(ξ) � dimB(supp(ξ)),

dimλ(ξ) � dimB(supp(ξ)).

Метризуемые функторы, сохраняю-
щие ε-сети

Определение 4. Будем говорить, что полу-
нормальный метризуемый функтор F с метри-
зацией {ρF} сохраняет ε-сети, если существует
константа p � 1 такая, что для любого ε > 0,
любого метрического компакта (X, ρ), любого
его замкнутого подмножества A и любой за-
мкнутой ε-сети B для A множество F(B) яв-
ляется pε-сетью для F(A) в F(X).

Теорема 1. Если полунормальный метризуе-
мый функтор F с метризацией {ρF} сохраня-
ет ε-сети, то для любого метрического ком-
пакта (X, ρ) и любой точки ξ ∈ F(X) имеют
место неравенства:

dimF (ξ) � dimB(supp(ξ)),

dimF (ξ) � dimB(supp(ξ)).

Доказательство. Пусть ξ ∈ F(X) и supp(ξ) =
A ∈ expX. Фиксируем ε > 0 и положим
n = N(A, ε) (речь здесь идет о числе N для
функтора exp). Тогда существует D ∈ expnX,
для которого ρH(A,D) � ε. Следовательно,
A ⊂ B(D, ε)1, т. е. D является ε-сетью для A.
При этом |D| � n. В силу условий, наложен-
ных на функтор F , множество F(D) является
pε-сетью для F(A) в F(X), где p – константа
из определения 4. Поскольку ξ ∈ F(A), в F(D)
найдется точка η, для которой ρF (ξ, η) � pε.
Следовательно, ρF (ξ,Fn(X)) � pε, и значит,
N(ξ, pε) � n = N(A, ε).
Имеем:

dimF (ξ) = limε→0
logN(ξ, ε)

− log ε

= limε→0
logN(ξ, pε)

− log ε
� limε→0

logN(A, ε)

− log ε

= dimB(supp(ξ)).

Неравенство для нижних размерностей дока-
зывается аналогично.

Для вероятностной меры μ ∈ P (X) извест-
на следующая формула [3], выражающая рас-
стояние ρP от μ до P (A), где A – произвольное
конечное подмножество X:

ρP (μ, P (A)) = μ(ρ(x,A)) =

∫
X
ρ(x,A) dμ.

При доказательстве теоремы 2 нам понадо-
бится следующее утверждение, представляю-
щее самостоятельный интерес.

Предложение. Для любой меры μ ∈ P (X) и
любого замкнутого подмножества A метриче-
ского компакта X имеет место равенство

ρP (μ, P (A)) = μ(ρ(x,A)).

Доказательство. Заметим, что функция
ρ(x,A) принадлежит множеству Lip1(X). Ин-
теграл от функции ρ(x,A) по любой мере
ν ∈ P (A) равен нулю, поскольку ρ(x,A) = 0
при x ∈ A. Следовательно,

ρP (μ, ν) � |μ(ρ(x,A))−ν(ρ(x,A))| = μ(ρ(x,A)).

Докажем обратное неравенство. Пусть F –
конечная ε-сеть для A, причем F ⊂ A. Пока-
жем, что

ρ(x, F ) � ρ(x,A) + ε.

Возьмем точку a ∈ A, для которой ρ(x, a) =
ρ(x,A). Существует точка b ∈ F такая, что
ρ(a, b) � ε. Имеем ρ(x, F ) � ρ(x, b) � ρ(x, a) +
ρ(a, b) � ρ(x,A) + ε, что и требовалось.
Поскольку P (F ) ⊂ P (A) и утверждение

предложения выполняется для конечных мно-
жеств, мы получаем

ρP (μ, P (A)) � ρP (μ, P (F ))

= μ(ρ(x, F )) � μ(ρ(x,A)) + ε.
(8)

Неравенство (8) выполняется для любого ε.
Следовательно, ρP (μ, P (A)) � μ(ρ(x,A)).

Теорема 2. Функторы exp, P , I и λ сохраня-
ют ε-сети. Для всех этих функторов p = 1.

Доказательство. Функтор exp. Пусть
A,B – замкнутые подмножества X, B – ε-сеть
для A и F ∈ expA. Для ε′ > ε рассмотрим
систему множеств

α = {O(x, ε′) : x ∈ B, O(x, ε′) ∩ F �= ∅},
где O(x, ε′) = {y : ρ(x, y) < ε′} – открытый
ε′-шар с центром в x. Поскольку B – ε-сеть для
A, система α является открытым покрытием

1В определении метрики ρH по формуле (4) inf можно заменить на min, поскольку
⋂

ε′>ε B(D, ε′) = B(D, ε).
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множества F . Выделим из этого покрытия ко-
нечное подпокрытие {O(x1, ε

′), . . . , O(xn, ε
′)} и

рассмотрим множество G = {x1, . . . , xn} ∈
expB. Из построения следует, что ρH(F,G) �
ε′. Таким образом, ρH(F, expB) � ε′ для лю-
бого ε′ > ε. Следовательно, ρH(F, expB) � ε,
что и требовалось.
Функтор Р. Пусть A,B ∈ expX и B –

ε-сеть для A. В силу предложения для любой
меры μ ∈ P (A) имеет место равенство

ρP (μ, P (B)) = μ(ρ(x,B)) =

∫
supp(μ)

ρ(x,B) dμ.

При этом ρ(x,B) � ε для любой точки x ∈
supp(μ), поскольку B – ε-сеть для A. Следова-
тельно, ρP (μ, P (B)) � ε.
Функтор I. Пусть множества A,B ⊂ X

такие же, как и выше, и μ ∈ I(A). Пусть
F = supp(μ) ⊂ A. Как и в рассуждениях о
функторе exp, для множества F построим ко-
нечное подмножество G = {x1, . . . , xn} ⊂ B
для ε′ > ε. Пусть dμ – функция плотности
идемпотентной меры μ и λi = max{dμ(x) :
x ∈ B(xi, ε

′)}. Определим функцию плотно-
сти dν по формуле: dν(xi) = λi, dν(x) = −∞
при x �∈ G. Функция dν задает идемпотентную
меру ν ∈ I(B) по формуле (6).
Оценим расстояние ρI(μ, ν). Пусть f ∈

Lipn(X) и μ(f) = dμ(x) + f(x), где x ∈ F . Су-
ществует точка xi ∈ G такая, что x ∈ B(xi, ε

′).
Имеют место неравенства: dμ(x) � λi, f(x) −
nε′ � f(xi). Следовательно,

ν(f) � λi + f(xi) � μ(f)− nε′. (9)

В силу формулы (6) ν(f) = λj+f(xj) для неко-
торой точки xj ∈ G. При этом λj = dμ(x), где
x ∈ B(xj , ε

′). Следовательно,

ν(f) = dμ(x)+f(xj) � dμ(x)+f(x)+nε′

� μ(f) + nε′.
(10)

Из неравенств (9) и (10) следует, что

|μ(f)− ν(f)| � nε′

для любой функции f ∈ Lipn(X). Таким об-
разом, ρn(μ, ν) � nε′ для любого n. Значит,
ρI(μ, ν) � ε′ согласно формуле (7).
Итак, доказано, что ρI(μ, I(B)) � ε′ для

любого ε′ > ε. Следовательно, ρI(μ, I(B)) � ε.
Функтор суперрасширения. Пусть D –

ε-сеть для A в X и ξ ∈ λ(A). Рассмотрим си-
стему η1 = {B(F, ε) ∩ D : F ∈ ξ} и докажем,
что она является сцепленной. В самом деле,
для любых множеств F1, F2 ∈ ξ

B(F1, ε) ∩B(F2, ε) ∩D

⊃ B(F1 ∩ F2 ∩A, ε) ∩D �= ∅.

Дополним систему η1 до мсс η2 в D, а систе-
му η2 дополним до мсс η в X. По построению
η ∈ λ(D) и B(F, ε) ∩D ∈ η для любого F ∈ ξ.
Из максимальности η следует, что B(F, ε) ∈ η
для любого F ∈ ξ, и значит, ρλ(ξ, η) � ε. Сле-
довательно, λ(D) – ε-сеть для λ(A).

Замечание. В работе [2] предложен вариант
метризации функтора I с помощью следующе-
го семейства метрик {ρI2}:

ρI2(μ, ν)

= sup

{ ∞∑
n=1

|μ(nf)− ν(nf)|
n2n

: f ∈ Lip1(X)

}
,

где μ, ν ∈ I(X). В [2] показано, что ρI2(μ, ν) �
ρI(μ, ν) для любых идемпотентных мер μ, ν ∈
I(X). Следовательно, функтор I с метриза-
цией {ρI2} также сохраняет ε-сети. Из теоре-
мы 1 следует, что для размерностей кванто-
вания идемпотентных мер, определенных по
метрике ρI2, справедливы неравенства:

DI2(μ) � dimB(supp(μ)),

DI2(μ) � dimB(supp(μ)).
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