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Рассматривается конфигурационный граф с N вершинами, степени которых
независимы и одинаково распределены по степенному закону, зависящему от
медленно меняющейся функции. Они равны числу исходящих из вершин зану-
мерованных полуребер. Граф строится путем попарного равновероятного со-
единения полуребер друг с другом для образования ребер. Такие модели мож-
но использовать для адекватного описания различных сетей коммуникаций и
топологии сети Интернет. В статье исследуются условия, при выполнении кото-
рых случайный конфигурационный граф асимптотически связен при N → ∞.
Найдены также оценки скорости сходимости к нулю вероятности того, что граф
не связен.
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and identically distributed according to the power law which depends on a
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Введение

В настоящее время случайные графы ши-
роко используются для моделирования слож-
ных сетей коммуникаций, таких как Интер-
нет, социальные, транспортные сети, системы
мобильной связи. Наиболее полный обзор со-
ответствующих результатов можно найти, на-
пример, в [8]. Многочисленные наблюдения за
реальными сетями показали, что в моделях се-
тей степени вершин можно считать независи-
мыми одинаково распределенными случайны-
ми величинами. Обнаружено, что число узлов
сети, степени которых не меньше, чем k, при
достаточно больших k пропорционально k−τ ,
где τ > 0. Поэтому возникла идея считать, что
распределение случайной величины ξ, равной
степени любой вершины моделирующего сеть
графа, задается равенством

P{ξ � k} =
h(k)

kτ
, k = 1, 2, . . . , τ > 0, (1)

где h(x) – медленно меняющаяся на бесконеч-
ности функция. Одним из наиболее часто ис-
пользуемых для моделирования сложных се-
тей видов случайных графов является кон-
фигурационный граф, конструкция которого
предложена Б. Боллобашем в [7]. Обозначим
N число вершин графа. Степень каждой вер-
шины задается случайной величиной ξ и рав-
на числу полуребер, т. е. ребер, инцидентных
этой вершине, но для которых смежные вер-
шины еще не определены. Все полуребра раз-
личимы (занумерованы в произвольном по-
рядке). Граф строится путем попарного равно-
вероятного соединения полуребер друг с дру-
гом для образования ребер. Сумма степеней
вершин любого графа должна быть четной, а
в случае нечетной суммы в граф добавляет-
ся вспомогательная вершина единичной сте-
пени или вспомогательное полуребро добав-
ляется к равновероятно выбранной вершине.
В работе [11] отмечалось, что такие вспомо-
гательные элементы, в случае их появления,
не влияют на асимптотическое поведение ос-
новных числовых характеристик графов при
N → ∞, поэтому далее мы будем учитывать
только основные полуребра. Заметим также,
что в таких графах возможно появление пе-

тель и кратных ребер. Поскольку с помощью
конфигурационных моделей нередко описыва-
ют топологию сети Интернет, эти графы ино-
гда называют Интернет-графами (см., напри-
мер, [10]).
Обозначим

pk = P{ξ = k}, k = 1, 2, . . . (2)

В теореме 3.15 из [9] рассматривались условия,
при выполнении которых конфигурационный
граф является асимптотически связным. До-
казано, что если p1 = p2 = 0, то с вероятно-
стью, стремящейся к единице, т. е. асимптоти-
чески достоверно, граф состоит из единствен-
ной компоненты связности, содержащей все N
вершин. Дана также оценка скорости сходимо-
сти вероятности связности к единице. Обозна-
чим AN событие, состоящее в том, что граф
не связен. Справедливо равенство

P{AN} = O(1/N).

В [8] показано, что если параметр τ рас-
пределения (1) принадлежит интервалу (1, 2),
то граф содержит единственную компонен-
ту связности, объем которой пропорционален
числу вершин графа при N → ∞, а объемы
других компонент бесконечно малы по сравне-
нию с наибольшей компонентой. Такая макси-
мальная компонента связности получила на-
звание гигантской.
В статье [6] получены результаты об асимп-

тотической связности конфигурационных гра-
фов, в которых распределение (2) степеней
вершин обладает свойством:

pk ∼ d

kg(ln k)v
, (3)

где d > 0, g > 1, v � 0. Найдены условия
асимптотической связности в случае p2 > 0,
включая и случай p1 > 0, и даны оценки ско-
рости сходимости P{AN} к нулю. В частности,
показано, что граф асимптотически связен, ес-
ли p1 > 0, p2 > 0 и 1 < g < 3/2.
Недавно появились работы, в которых об-

суждаются сети с распределением (1), но не
с фиксированным τ , а в случае τ = τ(N).
В [5] рассматривалась модель, предложенная
в [11], но с изменяющимся параметром. В этой
модели
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pk =
1

kτ
− 1

(k + 1)τ
, k = 1, 2, . . . (4)

Из (4) следует, что при k → ∞
pk ∼ τ

kτ+1
,

поэтому (4) обладает свойством (3), если d =
τ , g = τ − 1, v = 0. В [5] найдены усло-
вия асимптотической связности графа в слу-
чае τ ↑ 1/2.
В последнее время разворачиваются иссле-

дования предельного поведения конфигураци-
онных графов с наиболее общим степенным
распределением степеней вершин:

pk =
h(k)

kτ
, k = 1, 2, . . . , τ > 1 (5)

и с неизвестной медленно меняющейся на бес-
конечности функцией h(x). Впервые степен-
ная структура моделей с распределением (5)
рассматривалась в [4].
В настоящей статье будут найдены усло-

вия асимптотической связности конфигураци-
онного графа с распределением (5) степеней
вершин. При этом будем считать, что h(x) яв-
ляется медленно меняющейся на бесконечно-
сти функцией с остаточным членом. Приведем
определение такой функции, следуя работе [1].

Определение 1. Пусть положительная воз-
растающая функция f(x) задана на полуоси
[0,∞) и обладает следующими свойствами:
1) f(x) → ∞, если x → ∞;
2) для некоторого положительного числа

θ и некоторого положительного X функция
x−θf(x) не возрастает на полуоси [X,∞).

Положительная измеримая функция h(x),
определенная на [0,∞), называется медленно
меняющейся с остаточным членом, если для
каждого λ > 0 при x → ∞

h(λx)

h(x)
= 1 +O

(
1

f(x)

)
. (6)

Примером медленно меняющейся функции
с остаточным членом может служить лю-
бая положительная степень функции 1/ lnx.
Будем также считать для простоты, что
максимальный шаг распределения (5) равен
единице.

Результаты
Ниже доказана теорема, в которой найде-

ны условия асимптотической связности рас-
сматриваемого случайного конфигурационно-
го графа. Далее термин медленно меняющей-
ся функции с остаточным членом будем по-
нимать чуть шире, чем в приведенном выше

определении, допуская, что при x ∈ [0, 1] воз-
можно равенство h(x) = 0. Нетрудно убедить-
ся, что результаты статьи [5] являются част-
ными случаями доказанных ниже утвержде-
ний.
Введем стремящуюся к бесконечности по-

следовательность BN , N = 1, 2, . . ., которая
при N → ∞ удовлетворяет соотношению

BN ∼ (Nh(BN ))1/(τ−1). (7)

Теорема. Пусть N → ∞ и h(2) > 0. Тогда
справедливы следующие утверждения.

1. Если h(1) = 0 и 1 < τ < 2, то
P{AN} = O(1/(N2−τh(BN ))1/(τ−1)).

2. Если h(1) = 0, τ = 2, то
P{AN} = O(1/(h(BN ) lnN)).

3. Если h(1) > 0, 1 < τ < 3/2, то
P{AN} = O(1/(N3−2τh(BN ))1/(τ−1)).

Доказательство. Будем следовать доказа-
тельству теоремы из статьи [6] и использо-
вать ту же систему обозначений. Предполо-
жим, что рассматриваемый граф не связен.
Разобьем множество вершин на два непустых
непересекающихся подмножества Ω и Ω̃ таких,
что не существует ребер, соединяющих верши-
ны из Ω с вершинами из Ω̃. Мы можем считать,
что число вершин в множестве Ω не превос-
ходит N/2. Обозначим Λ множество всех та-
ких возможных разбиений множества вершин
графа на два подмножества. Пусть случайные
величины ξ1, . . . , ξN независимы и равны сте-
пеням вершин 1, . . . , N соответственно и пусть
ζN равно сумме этих случайных величин:

ζN = ξ1 + . . .+ ξN . (8)

Обозначим

ζN (Ω) =
∑
i∈Ω

ξi, ζN (Ω̃) =
∑
i∈Ω̃

ξi. (9)

Легко видеть, что общее число различных
графов с суммой степеней вершин ζN равно
(ζN − 1)!! Поскольку полуребра соединяются
равновероятно,

P{AN} �
∑
Ω∈Λ

(ζN (Ω)− 1)!!(ζN (Ω̃)− 1)!!

(ζN − 1)!!
.

Отсюда

P{AN} �
∑
Ω∈Λ

ζN (Ω)/2∏
j=1

ζN (Ω)− 2j + 1

ζN − 2j + 1
. (10)
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Пусть F (x) означает функцию распределе-
ния случайной величины ξ. Очевидно, что при
x < 0

F (x) = 0. (11)

Из (5) следует, что при x > 0

F (x) = 1−
∑
k�x

h(k)

kτ
. (12)

Функция h(x) обладает свойством (6), поэто-
му из первого утверждения леммы А.1.1 ста-
тьи [1] вытекает, что существуют не зависящие
от λ и x числаM и Z такие, что для всех x � Z
и λ ∈ [1,∞) ∣∣∣∣h(λx)h(x)

− 1

∣∣∣∣ � Mλ

f(x)
.

Отсюда и из (12) нетрудно получить, что при
x → ∞

F (x) = 1− h(x)(1 + o(1))
∑
k�x

1

kτ
.

Заменяя суммирование интегрированием, ви-
дим, что

F (x) = 1− h(x)(1 + o(1))

(τ − 1)xτ−1
.

Отсюда и из (11) следует, что F (x) удовлетво-
ряет условиям теоремы 2.6.1 из [2] и, значит,
принадлежит области притяжения устойчиво-
го закона G(x) с показателем τ−1. Поэтому из
теоремы 2.2.2 [2] вытекает, что логарифм ха-
рактеристической функции ϕG(t) устойчивого
закона G(x) при 1 < τ < 2 представим в виде:

lnϕG(x)= iγt−c|t|τ−1
(
1−i

t

|t| tg
π(τ−1)

2

)
, (13)

где γ – некоторая константа, при этом в дока-
зательстве теоремы 2.2.2 [2] показано, что

c = −Γ(1− τ) cos
π(τ − 1)

2
, (14)

Γ(x) – гамма-функция. Если τ = 2, то для на-
хождения lnϕG(x) используем теорему 5.7.3 из
[3], откуда

lnϕG(x) = iγt− π

2
|t|
(
1 + i

t

|t|
2

π
ln |t|

)
. (15)

Нетрудно проверить, что константу γ в (13)
и (15) можно сделать равной нулю, выбирая
соответствующим образом нормирующие по-
стоянные из определения области притяжения
закона распределения.

Теперь из (13), (15) и теоремы 2.6.5 [2] сле-
дует, что в окрестности нуля характеристиче-
ская функция ϕ(t) случайной величины ξ име-
ет вид:

ϕ(t)=exp

{
−c|t|τ−1h̃(t)

(
1−i

t

|t|w(t,τ)
)}

, (16)

где c определено в (14) при 1 < τ < 2 и c = π/2,
если τ = 2,

w(t, τ) =

{
tg π(τ−1)

2 , 1 < τ < 2;
− 2

π ln |t|, τ = 2,

а h̃(t) – медленно меняющаяся функция. В хо-
де доказательства теоремы 2.6.5 [2] показано,
что

h̃(t) = h(1/|t|). (17)
Пусть 1 < τ < 2. Тогда из (7), (16), (17)

следует, что при любом фиксированном t �= 0

ϕN

(
t

BN

)
→

exp

{
−c|t|τ−1

(
1− i

t

|t| tg
π(τ − 1)

2

)}
. (18)

Согласно (8) и теореме 4.2.1 из [2], соотноше-
ние (18) означает, что имеет место локальное
сближение распределений сумм ζN с устой-
чивым законом с показателем τ − 1. Отсюда
следует, что для любого сколь угодно малого
ε > 0 и достаточно большого A

P{1/A � ζN/BN � A} > 1− ε. (19)

Положим,

u(x) =

x∏
j=1

2x−2j+1

ζN−2j+1
=

x−1∏
j=0

2j + 1

ζN−2j−1
. (20)

Пусть h(1) = 0. Поскольку максимальный
шаг распределения (5) равен единице, из (9) и
(19) вытекает, что

ζN (Ω) > 2|Ω|, (21)

где |Ω| – число вершин в множестве Ω. По-
скольку

u(s+ 1)

u(s)
=

2s+ 1

ζN − 2s− 1
, (22)

эта величина растет вместе с s. Кроме того,
при s � ζN/4− 1

2s+ 1

ζN − 2s− 1
< 1. (23)

Нетрудно видеть, что это неравенство остает-
ся в силе и при ζN/4 − 1 < s < ζN (Ω)/2. Дей-
ствительно, из (19) следует, что в этом случае
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|Ω| → ∞ и оценка вида (19) сохраняет силу
при замене N на Ω в (7), а также BN на B|Ω|
и ζN на ζN (Ω) в (19).
Случай τ = 2 рассмотрим аналогично. Из

(16), (17) прямыми вычислениями получаем,
что при любом фиксированном t �= 0

ϕN

(
t

BN

)
exp{−it lnBN} →

exp

{
−π

2
|t|
(
1− i

t

|t|
2

π
ln |t|

)}
.

Отсюда и из теоремы 4.2.1 [2] следует, что

ζN ∼ BN lnBN , (24)

и, как и выше, приходим к (23). Из (22),
(23) видим, что при достаточно больших N и
s < ζN (Ω)/2 функция u(s) убывает. Тогда из
(10), (20), (21) находим, что

P{AN} �
∑
Ω∈Λ

u(|Ω|) =
	N/2
∑
s=1

RN (s), (25)

где

RN (s) =

(
N

s

)
u(s). (26)

Отсюда и из (22) следует, что

RN (s+ 1)

RN (s)
=

(N − s)(2s+ 1)

(s+ 1)(ζN − 2s− 1)
. (27)

Используя (7), (19) и (24), из (27) нетрудно по-
лучить, что существует такое положительное
число q < 1, что

RN (s+ 1)

RN (s)
� q. (28)

Если 2 � s � �N/2� − 1, то из (28)

RN (s+ 1) = RN (2)

s∏
j=2

RN (j + 1)

RN (j)
� RN (2)qs−1

и, согласно (25),

P{AN} � RN (1) +RN (2)(1− q)−1. (29)

Если 1 < τ < 2, то из (19), (20), (26) видим,
что

RN (1) = O(N/BN ),

RN (2) = O((N/BN )2),
(30)

а если τ = 2, то (7), (20), (24), (26) дают нам

RN (1) = O(1/(h(BN ) lnN)),

RN (2) = O(1/(h(BN ) lnN)2).
(31)

Теперь первое и второе утверждения теоремы
очевидным образом следуют из (29)–(31).
Осталось рассмотреть случай h(1) > 0,

1 < τ < 3/2. В этом случае ζN (Ω) > |Ω|. Обо-
значим

R
(1)
N (s) =

(
N

s

)
u
(⌈s

2

⌉)
. (32)

Рассуждая как и выше, находим, что

P{AN} �
	N/2
∑
s=1

R
(1)
N (s). (33)

Проводя элементарные вычисления (см. так-
же доказательство теоремы в [6]) отдельно для
четных и нечетных s, получаем, что при доста-
точно больших N

R
(1)
N (s+ 2)

R
(1)
N (s)

< q, (34)

где q – сколь угодно малое положительное чис-
ло. Тогда из (33) и (34) видим, что

P{AN} � R
(1)
N (1) +R

(1)
N (2) +R

(1)
N (3)

+R
(1)
N (2)

∏
j�1

R
(1)
N (2j + 2)

R
(1)
N (2j)

+R
(1)
N (3)

∏
j�2

R
(1)
N (2j + 1)

R
(1)
N (2j − 1)

� R
(1)
N (1) + (R

(1)
N (2) +R

(1)
N (3))(1− q)−1.

Для завершения доказательства третьего
утверждения теоремы осталось только заме-
тить с помощью (19), (20), (32) и элементар-
ных свойств медленно меняющихся функций,
что

R
(1)
N (1) = O(1/(N2−τh(BN ))1/(τ−1)),

R
(1)
N (2) = O(1/(N3−2τh(BN ))1/(τ−1)),

R
(1)
N (3) = O(1/(N5−3τh(BN ))1/(τ−1)).
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