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Введение

В наглядной интерпретации размещения
частиц по ячейкам к схеме сочетаний со слу-
чайным параметром приводит размещение r
неразличимых частиц по n различимым ячей-
кам, вмещающим каждая не более одной ча-
стицы, при рассмотрении исходов заполнения
выделенных m из n ячеек, число частиц в ко-

торых X – случайно. Далее эту схему будем
называть схемой А.
Не нарушая общности анализа схемы, бу-

дем считать выделенными первые m ячеек.
1. Вспомогательные результаты
Приведем кратко результаты анализа для

отдельных комбинаторных схем по перечис-
ленным в аннотации направлениям (для каж-
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дой схемы в своих обозначениях), используе-
мые здесь далее.

1.1. Схема сочетаний
В [1] и [2] приводятся результаты комбина-

торного анализа схемы сочетаний из n элемен-
тов по r с общим числом исходов Cr

n.
Бесповторное перечисление всех Cr

n разли-
чимых исходов схемы производится случай-
ным процессом размещения частиц, начиная
с нуля частиц с добавлением на каждом шаге
еще одной частицы до заданного числа частиц
r, независимо по всем ячейкам, правее послед-
ней занятой, с нумерацией исходов подряд, пе-
речисляемых группами по возрастанию номе-
ров первых занятых ячеек, а в каждой груп-
пе – по возрастанию номеров последних заня-
тых ячеек. Номера элементов в каждом исходе
схемы R = (n1n2 . . . nr) упорядочены по воз-
растанию, и значение nm, (m = 1, r) опреде-
ляет величина lm – порядковый номер nm по
возрастанию среди значений от (nm−1+1) до n.
Прямая задача нумерации (ЗН) реша-

ется теоремой:
Теорема 1. Дан номер N исхода схемы со-
четаний. Тогда в его искомом виде R =
(n1n2 . . . nr) значение lm, (m = 1, r) вычисля-
ется при l0 = 1, n0 = 0, C0

0 = 1 по формуле

lm = min jm :⎧⎨⎩N�
m−1∑
i=1

lm−1−1∑
si=ni−1+I(i−1)

Cr−i
n−si+

jm∑
sm=nm−1

Cr−m
n−sm

⎫⎬⎭ ,

где I(Z) = 0 при Z > 0 и I(Z) = 1 при Z = 0.

Обратная ЗН решается теоремой:
Теорема 2. Дан исход R = (n1n2 . . . nr). То-
гда его номер N находится по формуле

N =

r∑
i=1

ni−1∑
si=ni−1+1

Cr−i
n−si + 1,

где n0 = 0.

1.2. Обобщенная схема последователь-
ных действий (ОПД)
В [1] приводятся результаты комбинаторно-

го анализа схемы ОПД.
В схеме проводится k последовательных

действий, i-е из которых (i = 1, k) на i-м шаге
совершается N (i) способами. Тогда число ис-
ходов этих k действий складывается из N (k−1)

пучков размерами d̄(i) = (d
(i)
1 , d

(i)
2 , . . . , d

(k)
N (k−1)),

т. е. общее число N = N (k) исходов схемы по-
лучается из рекуррентного соотношения при

i = k и N = N (0) = 1

N (i) =

N (i−1)∑
l=1

d
(i)
l .

Вид исхода после совершения i действий
будет формироваться из принятых видов исхо-
дов последовательных действий, которые бу-
дем соответственно обозначать через Riji , где
i – номер действия, а ji – номер исхода в ре-
зультате его совершения.
Задача нумерации решается для нашей схе-

мы при решенной ЗН для каждого из k дей-
ствий и известной пучковой структуре графа
перечисления исходов нашей схемы, т. е. с из-
вестными числами исходов (размерами пуч-
ков) при каждом действии на каждой итера-
ции. Под траекторией T исхода схемы пони-
мается последовательность исходов, ведущая
в графе их перечисления от начала к исследу-
емому на последней итерации.
Прямая и обратная ЗН решены следую-

щими теоремами:
Теорема 3. Пусть совершается k действий
и задан номер исхода N

(k)
∗ . Тогда его вид,

определяемый номерами исходов траектории
T в содержащих их пучках {ji} от первой до
k-й итераций, вычисляется по рекуррентной
формуле для ji (i = 1, k)

ji = N
(i)
∗ −

N
(i−1)
∗ −1∑
l=1

d
(i)
l ,

где все пучковые структуры действий d̄(i) за-
даны и

N
(k−1)
∗ = δ+max t :

(
t∑

l=1

d
(k)
l = Ak � N

(k)
∗

)
,

где δ = 0 при Ak = N
(k)
∗ и δ = 1 при Ak < N

(k)
∗ ;

заменяя k на i, доходим по рекурренте до пер-
вого шага.

По решенной ЗН для всех действий нахо-
дим из {ji} виды их исходов, из которых по-
лучаем искомый вид исхода R

(k)
∗ .

Теорема 4. Пусть совершается k действий
и задан вид исхода R

(k)
∗ = {j1, . . . , jk}. Тогда

его номер N
(k)
∗ определяется по рекуррентной

формуле при i = k, i = 1, k

N
(i)
∗ =

N
(i−1)
∗ −1∑
l=1

d
(i)
l + ji,

начиная с i = 1 при N
(1)
∗ = j1.
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2. Вид исходов схемы А, их пере-
числение и число

В условиях схемы каждый ее исход будет
иметь вид 1) возрастающего набора номеров
непустых ячеек среди выделенных m или 2)
m-размерной последовательности нулей и еди-
ниц, где нули стоят на местах пустых, а еди-
ницы – непустых ячеек среди первых m ячеек.
Процедуру прямого нумерованного пере-

числения исходов схемы представим в виде
двух этапов – итераций: перебора всех возмож-
ных растущих количеств X попавших в пер-
вые m ячеек частиц и перечисления исходов
ранее изученной (см. [1, 2]) при каждом исходе
первого этапа схемы сочетаний в порядке уста-
новленного там перечисления. Наглядно этот
процесс перечисления представляется графом
по методу графов (МГ, см. [3]). Структура гра-
фа представляет собой реализацию двух опи-
санных итераций, состоящих соответственно
на первой итерации из одного пучка разме-
ром диапазона возможных значений случай-
ного числа X частиц в выделенных ячейках,
а на второй (итоговой) – из каждого исхода
пучка первой итерации образуется пучок раз-
мера числа исходов схемы сочетаний с фикси-
рованным значением случайного числа X, от
которого зависит размер пучка. Таким обра-
зом, наша схема представляет собой обобщен-
ную схему двух последовательных действий,
приведенную в п. 1.2 по результатам, исполь-
зуемым далее.
Теорема 5. Число N разных исходов схемы А
определяется по формуле

N =

T∑
k=t

Ck
m, (1)

где для возможных значений числа k частиц,
попадающих в выделенные ячейки, выполня-
ется соотношение t = max(0, r − n + m) �
k � min(r,m) = T .

Доказательство. Доказательство формулы
(1) для числа N следует из вышеописанной
структуры графа перечисления исходов схе-
мы А как сумма размеров пучков ее итоговой
итерации в диапазоне k ∈ (t, T ) возможных
значений с. в. X, а бесповторность перечисле-
ния исходов схемы А обеспечивается разны-
ми количествами размещаемых в выделенных
ячейках частиц.

3. Решение ЗН

Будем решать ЗН для схемы А в прямой
и обратной постановках, определяя соответ-
ственно вид ее исхода R∗ по ее номеру при

перечислении N∗, и наоборот. В общем виде
ЗН в обеих постановках решена в схеме ОПД
(см. в п. 1.1 или в [1]). Выпишем в форме по-
шаговых АЛГОРИТМОВ решения ЗН при за-
данных параметрах схемы (n,m, r), откуда из
п. 2 известны крайние значения (t, T ) диапа-
зона изменения целочисленной с. в. X.
Прямая ЗН. Дан номер исхода схемы N∗,

требуется найти его вид R∗.
Шаги решения:
1) определяем номер j пучка итоговой ите-

рации, содержащий искомый исход схемы по
формуле теоремы 3

j = δ +max s :

{
s∑

k=t

Ck
m = As � N∗

}
, (2)

где δ = 0 при As = N∗ и δ = 1 при As < N∗;
2) находим номер h искомого исхода в пуч-

ках итоговой итерации по формуле

h = N∗ −As; (3)

3) по результату теоремы 1 решения пря-
мой ЗН для схемы сочетаний (см. в п. 1.1 или
[1] и [2]), с соответствующим номером h и зна-
чением числа k частиц X, в пучке с номером,
равным j = k − t+ 1, откуда при k = j + t− 1
получаем искомый вид исхода схемы R∗.
Обратная ЗН. Дан вид исхода схемы R∗,

требуется найти его номер N∗.
Шаги решения:
1) из данного вида исхода R∗ определяем

число k непустых ячеек среди выделенных в
схеме и номер пучка j = k− t+1, содержаще-
го искомый исход;
2) по результату решения обратной ЗН для

схемы сочетаний п. 1.1 с параметрами чисел
ячеек m и частиц k по виду R∗ находим его
номер h, совпадающий с номером искомого ис-
хода в итоговом пучке;
3) по теореме 2 из п. 1.1 получаем

N∗ =
j−1∑
k=t

Ck
m + h. (4)

Приведем численный пример перечисления
исходов схемы с решением ЗН в прямой и об-
ратной постановках в п. 1.2 по теоремам 3 и
4 для схемы ОПД или по полученным выше в
этом пункте формулам в более удобных обо-
значениях.

Пример 1. Пусть n = 10, m = 5, r = 7. Тогда
t = 2 � k � 5 = T . Построим граф итерацион-
ного перечисления исходов схемы на рисунке
с итоговыми исходами вида 1).
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Граф перечисления исходов схемы в примере 1
The graph of outcomes enumeration of the scheme in
example 1

Вычислим по формуле (1) число N исходов
схемы:

N = C2
5 + C3

5 + C4
5 + C5

5 = 26,

что совпадает с визуально полученным по гра-
фу на рисунке.
Решим ЗН по полученным формулам

ее приведенных в АЛГОРИТМАХ решений,
сравнивая с визуальными результатами по
графу на рисунке.
Прямая ЗН. Пусть номер исхода схемы

N∗ = 13, требуется найти его вид R∗.
Решение (по шагам):
1) из (2) As = C2

5 = 10; δ = 1; j = 2 – номер
пучка итогового исхода схемы;
2) из (3) h = 13− 10 = 3;
3) из перечисления исходов из C3

5 схемы со-
четаний при j = 2 – второго пучка итоговой
итерации с k = 3 находим искомый вид исхо-
да нашей схемы R∗ = (1, 2, 5), что совпадает с
визуальным результатом на рисунке.
Обратная ЗН. Пусть вид исхода схемы

R∗ = (1, 2, 5), требуется найти его номер N∗.

Решение (по шагам):
1) из данного вида исхода R∗ = (1, 2, 5) сле-

дует, что k = 3, и находим номер пучка иско-
мого исхода j = 2;
2) из результата решения обратной ЗН

для схемы сочетаний по данному виду исхода
R∗ = (1, 2, 5) из результата решения обратной
ЗН для схемы сочетаний с параметрами m = 5
ячеек, k = 3 частиц получаем его номер h = 3
в пучке;
3) из (4) N∗ =

∑j−1
k=t C

k
m + h = C3

5 + 3 = 13,
что совпадает с визуальным результатом на
рисунке.

4. Вероятностное распределение ис-
ходов схемы

Теорема 6. Пусть процесс бесповторного пе-
речисления исходов схемы сочетаний приво-
дит к равновероятным исходам. Тогда pi(k) –
вероятность i-го исхода (i = 1, N) нашей схе-
мы – в этом случае определяется формулой

pi(k) =
Cr−k
n−m
Cr
n

, (5)

где k = t, T , (k−t+1) – номер пучка этого i-го
итогового исхода перечисления всех исходов
схемы с совпадающими внутри каждого пуч-
ка вероятностями, а их номера в общем спис-
ке исходов, обозначенные индексом i, меняют
значения в пределах пучка размером Ck

m.

Доказательство. В условиях теоремы веро-
ятностное распределение случайной величины
X имеет гипергеометрическое распределение
P (X=k)=Ck

mCr−k
n−m/Cr

n, где t=max(0, r−n+m)
� k � min(r,m) = T , которое по описанной
выше структуре графа перечисления исходов
нашей схемы является распределением исхо-
дов единственного пучка первой итерации. На
второй итоговой итерации мы имеем (T−t+1)
пучков исходов соответствующих схем сочета-
ний с параметром k – числа частиц от t до
T включительно, каждый со своими совпада-
ющими в пучке вероятностями итерационных
переходов, обратными размеру пучка Ck

m.
Отсюда следует, что вероятностное распре-

деление на множестве исходов нашей схемы
представляет собой группы совпадающих ве-
роятностей в пределах исходов каждого итого-
вого пучка, вычисляемых по траекториям ис-
ходов схемы как произведения соответствую-
щей гипергеометрической вероятности исхода
первой итерации с k = t, T частицами в выде-
ленных m ячейках и вероятности 1/Ck

m исхода
схемы сочетаний с параметром числа частиц
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равным k. Тогда

pi(k) =
Ck
mCr−k

n−m
Cr
n

1

Ck
m

=
Cr−k
n−m
Cr
n

,

где k = t, T , (k − t + 1) – номер пучка этого
i-го итогового исхода перечисления всех ис-
ходов схемы с совпадающими внутри каждо-
го пучка вероятностями, а их номера в об-
щем списке исходов, обозначенные индексом i,
меняют значения в пределах пучка размером
Ck
m, что и утверждалось.

Замечание. При неравновероятном распре-
делении исходов схемы сочетаний, определя-
ющем вероятностное распределение исходов
первой итерации, вероятность каждого исхо-
да нашей схемы вычисляется как вероятность
ведущей к нему траектории.

Покажем на примере расчет вероятностей
на множестве исходов нашей схемы в случае
равновероятных исходов схемы сочетаний.

Пример 2. Будем находить вероятностное
распределение исходов схемы в условиях при-
мера 1, т. е. при n = 10, m = 5, r = 7. Тогда
t = 2 � k � 5 = T .
Общее число исходов схемы N = 26, по-

лученное в примере 1, в порядке их нумера-
ции разделим на группы исходов совпадаю-
щих итоговых вероятностей в соответствии с
размерами пучков второй итерации их пере-
числения, т. е. размерами: C2

5 = 10; C3
5 = 10;

C4
5 = 5; C5

5 = 1, соответствующие значениям
k = 2, 5 с. в. X. Тогда при каждом значении k
по формуле (5) будем получать подряд совпа-
дающие итоговые вероятности исходов нашей
схемы в количестве Ck

5 :
p1(2) = . . . = p10(2) = 1/120;
p11(3) = . . . = p20(3) = 5/120;
p21(4) = . . . = p25(4) = 10/120;
p26(5) = 10/120.

Проверка на распределение

10 · 1

120
+ 10 · 5

120
+ 5 · 10

120
+ 1 · 10

120
= 1.

5. Моделирование исходов схемы

При изученном вероятностном распределе-
нии на множестве исходов схемы будем мето-
дом маркировки (см. [4]) разыгрывать его слу-
чайный номер от 1 до N . Тогда по результа-
ту прямой ЗН по разыгранному номеру исхо-
да будем определять его вид, который считаем
смоделированным исходом нашей схемы.
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