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Предлагается динамическая модель, описывающая различные стадии взаимо-
действия в ареале популяций хищника и жертвы. Переход от одной к другой
стадии определяется значениями функции, имеющей смысл пищевой привле-
кательности ареала. При условии, что пищевая привлекательность ареала не
ниже некоторого порогового значения, взаимодействие популяций описывается
системой Лотки-Вольтерры. В противном случае популяция хищника перехо-
дит в стадию миграции. В модели также предусмотрена возможность колони-
зации ареала популяцией хищника. Решается задача сохранения видового со-
става ареала за счет отбора особей. Интенсивность отбора полагается кусочно-
постоянной управляющей функцией. Строится управление, позволяющее со-
гласовывать антропогенное воздействие на ареал с естественным развитием
биосообщества. В результате процесс управления приобретает периодический
или квазипериодический характер, в зависимости от начальных значений чис-
ленностей популяций. Предложенная модель представляет собой трехмерную
систему обыкновенных дифференциальных уравнений с переменной структу-
рой. Проведен качественный анализ системы.

Ключ е вы е c л о в а: управление; видовой состав; переменная структура;
периодический процесс.

A. N. Kirillov, A. S. Ivanova. PERIODIC AND QUASIPERIODIC
CONTROL PROCESSES IN THE BIOCOMMUNITY SPECIES
COMPOSITION PRESERVING PROBLEM
The dynamical model describing several stages of interaction between populations
of predators and preys in some area is proposed. The transition from one stage
to another is determined by the values of the function which has the sense of
trophical attractiveness of a species area. Under condition that the trophical
attractiveness not less than threshold value the interaction of populations is desribed
by the Lotka-Volterra system. Oterwise, the predator population transfers to a
migration stage. The model also describes the process of colonization of the area by
predators. The problem of species composition preserving by selection is solved. The
selection intensity is considered as a control function. The control which permits to
coordinate the anthropogenic impact with natural development of a biocommunity
is constructed. As a result, the control process acquires the periodic or quasiperiodic
nature which depends on the initial values of populations size.
The proposed model is described by the three dimensional system of ordinary
differential equations with variable structure. The qualitative analysis of the system
is carried out.
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Введение

Одним из разделов математической эколо-
гии является теория фуражирования. Много-
численные работы посвящены этому разделу
[3, 5, 6, 8, 9]. Согласно теории фуражирова-
ния, пищевой ресурс, потребляемый популяци-
ей, распределен по ареалам и популяция ми-
грирует между ними. Перед популяцией воз-
никают две задачи: выбора ареала и опреде-
ления момента времени ухода из него в случае
недостатка пищевого ресурса. В известной ра-
боте Э. Чарнова (E. Charnov) [5] была пред-
ложена статическая модель, дающая условия
ухода популяции из ареала.

В настоящей работе представлена динами-
ческая модель, описывающая как уход попу-
ляции из ареала, так и возврат популяции в
ареал.

В качестве популяции и пищевого ресурса
рассматриваются популяции хищника и жерт-
вы, соответственно. Исследуемая модель пред-
ставляет собой систему с переменной струк-
турой. Помимо дифференциальных уравнений
относительно численностей популяций, она со-
держит дифференциальное уравнение отно-
сительно пищевой привлекательности ареала.
Рассматриваемая модель описывает следую-
щие стадии взаимодействия популяций: уход и
возврат популяции хищника, взаимодействие
популяций, поведение жертвы в отсутствие
хищника в ареале. Каждая стадия задается от-
дельной системой. Взаимодействие популяций
описывается системой Лотки-Вольтерры.
Изменение пищевой привлекательности обес-
печивает переход от одной стадии взаимодей-
ствия к другой. В настоящей работе решает-
ся задача сохранения видового состава ареа-
ла за счет изъятия особей. В отличие от рабо-
ты [2], в которой состав ареала сохранялся пу-
тем постоянного изъятия особей, в этой рабо-
те предлагается согласовать внешнее вмеша-
тельство в биосообщество с естественной пе-
риодичностью процессов в нем, что позволит
уменьшить антропогенную нагрузку на ареал.
Предложен метод кусочно-постоянного управ-
ления интенсивностями изъятия особей, поз-
воляющий сделать процесс управления пери-
одическим или квазипериодическим в некото-
ром смысле, что зависит от начальных значе-
ний численностей популяций.

Описание модели

В работе [1] построена модель динамики по-
пуляций хищника и жертвы в ареале, согласно
которой популяция жертвы не покидает аре-
ал, а популяция хищника может как покидать
ареал, так и возвращаться обратно в зависи-
мости от его пищевой привлекательности. Для
описания пищевой привлекательности ареала
предложено использовать функцию ñ = ñ(t)
вида

ñ(t) = ñ(t0) +

t∫
t0

x2(τ)

(
x1(τ)

x2(τ)
− λ
)
dτ, (1)

где t0 – момент времени появления популяции
хищника в ареале, x1 = x1(t), x2 = x2(t) – чис-
ленности популяций жертвы и хищника, соот-
ветственно, 0 < λ – заданная пороговая посто-
янная. ñ зависит от количества особей жерт-
вы, приходящегося на одного хищника, т. е. от
величины отношения x1

x2
. Отметим, что на зна-

чимость отношения жертва/хищник для опи-
сания динамики популяций обратил внимание
Р. Ардити (R. Arditi) в [4].

Пусть 0 < Λ – пороговое значение пище-
вой привлекательности ареала. Если ñ < Λ, то
ареал непривлекательный и популяция хищ-
ника покидает его, если ñ > Λ, то ареал
привлекательный и популяция хищника взаи-
модействует с жертвой, динамика взаимодей-
ствующих популяций описывается системой
Лотки-Вольтерры.

Из (1) следует, что важное решение о ми-
грации носит инерционный характер. Дей-
ствительно, оно не должно зависеть от мгно-
венных значений фазовых переменных.

Продифференцировав (1) по t, получим

˙̃n = x1 − λx2. (2)

В настоящей работе будет решаться задача
сохранения видового состава биосообщества за
счет изъятия особей жертвы и (или) хищни-
ка с интенсивностями u1 > 0, u2 > 0, соответ-
ственно. Далее u1, u2 будем называть управля-
ющими параметрами.

Рассмотрим модель «хищник – жертва» с
миграцией популяции хищника [1], представ-
ляющую собой систему с переменной структу-
рой, которая описывает пять режимов:
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если ñ > Λ, то

ẋ1 = x1(a− bx2 − u1), ẋ2 = x2(kbx1 −m− u2), ˙̃n = x1 − λx2, (3)

если ñ < Λ, x2 > ε∗(x1), то

ẋ1 = ax1, ẋ2 = x2(−m−m1), ˙̃n = x1 − λx2, (4)

если ñ < Λ, 0 < x2 6 ε∗(x1), то

ẋ1 = 0, ẋ2 = −d, ˙̃n = 0, (5)

если ñ < Λ, x2 = 0, то

ẋ1 = ax1, ẋ2 = 0, ˙̃n = x1 − λx2, (6)

если ñ = Λ, x2 < ε∗(x1), то

ẋ1 = 0, ẋ2 = d, ˙̃n = 0, (7)

где a – коэффициент прироста жертв в отсут-
ствие хищников, bx1 – количество жертв, по-
требляемых одним хищником за единицу вре-
мени, k – доля полученной с потребляемой
хищником биомассой энергии, которая расхо-
дуется им на воспроизводство, m – коэффици-
ент смертности хищников в отсутствие жертв,
m1 – коэффициент интенсивности миграции,
причем a, b, k,m,m1, d считаются положитель-
ными постоянными (k < 1), ε∗(x1), имеет вид
[1]

ε∗(x1) =

{
x1

λ , 0 6 x1 < ελ,
ε, x1 > ελ,

где ε – положительная постоянная.
Система (3) описывает взаимодействие

между хищником и жертвой (режим P2), (4) –
миграцию хищника (режим P21), (5) – исчезно-
вение хищника из сообщества, (6) – динамику
жертвы в отсутствие хищника, (7) – появление
хищника в сообществе.

Рассмотрим модель «хищник – жертва»
Лотки-Вольтерры, в которой учтено изъятие
особей

ẋ1 = x1(a− bx2 − u1),
ẋ2 = x2(kbx1 −m− u2).

(8)

Положение равновесия R системы (8) имеет
координаты

x1 =
m+ u2

bk
, x2 =

a− u1

b
.

Уравнение фазовой траектории системы (8),
проходящей через точку M0(x10, x20), имеет
вид (при u1 = u2 = 0 см, например, [7])

(a− u1) lnx2 − bx2+
+(m+ u2) lnx1 − kbx1 − c = 0,

(9)

где

c = c(x10, x20, u1, u2) = (a− u1) lnx20 − bx20+
+(m+ u2) lnx10 − kbx10.

Пусть f = f(x1, x2, x10, x20, u1, u2) – левая
часть уравнения (9). Несложно доказать, что
f = 0 – выпуклая замкнутая кривая.

Поскольку в правые части первых двух
уравнений системы (3) не входит ñ, то в про-
странстве (x1, x2, ñ) траектории этой системы
располагаются на цилиндрах, образующие ко-
торых параллельны оси Oñ, направляющие –
траектории системы (8). Из условия, предше-
ствующего системе (3), следует, что цилиндры
располагаются в полупространстве ñ > Λ.

Нетрудно показать, что для системы (3)-(7)
множество

{(x1, x2, ñ) : x1 > 0, x2 > 0}

инвариантно, в связи с этим далее x1 > 0, x2 >
0.

Следуя работе [1], плоскость

π = {(x1, x2, ñ) : ñ = Λ}

будем называть дискриминантной. Для точек
(x1, x2,Λ) дискриминантной плоскости будем
использовать обозначение (x1, x2).

Рассмотрим луч

l = {(x1, x2) : x1 − λx2 = 0, x1 > 0, x2 > 0}

и два конуса:

π+ = {(x1, x2) : x1 − λx2 > 0, x1 > 0, x2 > 0},

��
��
101



π− = {(x1, x2) : x1 − λx2 < 0, x1 > 0, x2 > 0}.
Пусть E = {(x1, x2) : 0 6 x2 < ε∗(x1)}. Из
(3), (4) следует, что M ∈ π+\E – начальная
точка режима P2, M ∈ π− – начальная точка
режима P21.
Определение 1. [2] Кусочно-постоянные
управляющие параметры u1, u2 называются
допустимыми, если выполнены неравенства

0 6 u1 < a,
u2 > 0.

Определение 2. [2] Если траектория систе-
мы (3)-(7), начавшаяся в M(x1, x2) содержит-
ся в полупространстве ñ > Λ, то точка M на-
зывается точкой сохранения состава биосооб-
щества.

Рассмотрим следующие множества плоско-
сти π:

Π =


{(x1, x2) : x1 − λx2 > 0, x1 > m

bk , ε 6 x2 6 a
b},

если 0 < ε 6 a
b ,

∅,
если ε > a

b ,

K1 =


{(x1, x2) : x1 − λx2 > 0, x1 > m

bk , x2 >
a
b},

если 0 < ε 6 a
b ,

{(x1, x2) : x1 − λx2 > 0, x1 > m
bk , x2 > ε},

если ε > a
b ,

K2 =



{(x1, x2) : x1 − λx2 > 0, x1 <
m
bk , ε 6 x2 6 a

b},
если или 0 < ε 6 a

b при λ < m
ak , или 0 < ε < a

b при λ = m
ak ,

или 0 < ε < m
bkλ при λ > m

ak ,
∅,
если или ε > a

b при λ < m
ak , или ε >

a
b при λ = m

ak ,
или ε > m

bkλ при λ > m
ak ,

Для этих множеств в работе [2] были най-
дены допустимые u1, u2, сохраняющие состав
биосообщества, а именно, были доказаны сле-
дующие результаты.

Теорема 1. [2] Пусть M0(x10, x20) ∈ Π. Тогда
если

u1 = a− bx20,
u2 = bkx10 −m, (10)

то M0 является точкой сохранения состава
биосообщества.

Теорема 2. [2] Пусть M0(x10, x20) ∈ K1. То-
гда если

u1 = a− bx20 − λx20

x10
(kbx10 −m− u2),

kbx10 −m+ 1
λ
x10

x20
(bx20 − a) 6 u2 <

< kbx10 −m+ bx10

λ ,

(11)

то M0 является точкой сохранения состава
биосообщества.

Теорема 3. [2] Пусть M0(x10, x20) ∈ K2. То-
гда если

ε >
m

b(1 + kλ)
и

u1 = a− bx20 − λx20

x10
(kbx10 −m− u2),

0 6 u2 < kbx10 −m+ bx10

λ ,
(12)

то M0 является точкой сохранения состава
биосообщества.

Связь между временем изъятия
особей и поведением популяции
хищника после прекращения изъя-
тия

Предположим, что в течение промежут-
ка времени длины τ производится изъятие
особей, где 0 < τ – некоторая постоянная.
По истечении времени τ изъятие прекращает-
ся. Изучим дальнейшее поведение популяции
хищника.

Пусть M0(x10, x20) ∈ π. Пусть T̃ (M0)
– период решения (x̃1(t), x̃2(t)) системы
Лотки-Вольтерры (8), соответствующего
процессу изъятия, т. е. при (u1, u2) 6=
(0, 0), (x̃1(0), x̃2(0)) = (x10, x20). Пусть T (M0) –
период решения (x1(t), x2(t)) системы Лотки-
Вольтерры при (u1, u2) = (0, 0) (нет изъятия),
(x1(τ), x2(τ)) = (x10, x20).
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Пусть λ > m
ak ,M0 ∈ π+. Рассмотрим мно-

жество

F = {t : t ∈ [τ, τ +T (M0)) : x1(t)−λx2(t) = 0}.

Так как фазовые траектории являются выпук-
лыми, вложенными друг в друга и решение
имеет период T (M0), то множество F содер-
жит два элемента. Введем обозначения:

t1 = minF − τ, t2 = maxF − τ. (13)

Поскольку траектории системы (3) распо-
лагаются на цилиндрических поверхностях, то
естественно ввести следующее определение.

Определение 3. Полным оборотом точки
траектории системы (3) будем называть от-
резок траектории, соответствующий проме-
жутку времени, равному периоду.

Найдем величину изменения ñ(t) на вре-
менном промежутке длины T , где T – период
решения системы Лотки-Вольтерры.

Лемма 1. Справедливо равенство

T∫
0

(x1(t)− λx2(t))dt =
aT

b

(m
ak
− λ
)
.

Доказательство. Известно [7], что

T∫
0

x1(t)dt =
mT

kb
,

T∫
0

x2(t)dt =
aT

b
.

Тогда

∆ :=

T∫
0

(x1(t)− λx2(t))dt =

=

T∫
0

x1(t)dt− λ
T∫

0

x2(t)dt =
aT

b

(m
ak
− λ
)
.

Теорема 4. Пусть λ > m
ak ,M0 – начальная

точка траектории системы (3). Тогда если
M0 ∈ K1,

u1 = 0, t > 0,

u2 =

{
kbx10 −m+ 1

λ
x10

x20
(bx20 − a), 0 6 t 6 τ,

0, t > τ,

или M0 ∈ K2, ε >
m

b(1+kλ) ,

u1 =

{
a− bx20 − λx20

x10
(kbx10 −m), 0 6 t 6 τ,

0, t > τ,

u2 = 0, t > 0,

где τ = N0T̃ (M0), N0 ∈ N, то количество
полных оборотов, которые совершит точка
траектории системы (3), начиная с момен-
та времени τ до попадания на плоскость π,
равно

N + 1,

где

N =


H +

τ+t2∫
τ

(x1(t)− λx2(t))dt

|∆|

 , (14)

H = N0∆̃,

t2 определено в (13), ∆̃ = (a−u1)T̃
b

(
(m+u2)
(a−u1)k − λ

)
.

Доказательство. Докажем теорему для пер-
вого случая, т. е. пусть M0 ∈ K1,

u1 = 0, t > 0,

u2 =

{
kbx10 −m+ 1

λ
x10

x20
(bx20 − a), 0 6 t 6 τ,

0, t > τ.

u1, u2 при 0 6 t 6 τ удовлетворяют (11).
В доказательстве теоремы 2 [2] было получе-
но, что при таких управляющих параметрах
точка траектории системы (3), начинающей-
ся в M0, поднимается (т. е. ñ увеличивается)
по цилиндрической поверхности {(x1, x2, ñ) :

f(x1, x2, x10, x20, u1, u2) = 0}. Из T̃ (M0) – пе-
риодичности решения (x̃1(t), x̃2(t)) и леммы 1
следует, что за время τ = N0T̃ (M0) точка тра-
ектории поднимется на высоту

H = ñ(τ)− ñ(0) =

τ∫
0

(x̃1(t)− λx̃2(t))dt = N0∆̃,

где ∆̃ = (a−u1)T̃
b

(
(m+u2)
(a−u1)k − λ

)
. Причем очевид-

но, что x̃1(τ) = x10, x̃2(τ) = x20.
Далее, начиная с момента времени τ , тра-

ектория располагается на цилиндрической по-
верхности {(x1, x2, ñ) : f(x1, x2, x10, x20, 0, 0) =
0}. При τ 6 t 6 τ + t1 точка траектории под-
нимается на величину

τ+t1∫
τ

(x1(t)− λx2(t))dt,

где t1 определено в (13), при τ + t1 6 t 6 τ + t2
– спускается (т. е. ñ уменьшается) на величину∣∣∣∣∣∣

τ+t2∫
τ+t1

(x1(t)− λx2(t))dt

∣∣∣∣∣∣ .
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Таким образом, расстояние от траектории до
плоскости π, в момент времени τ + t2, равно

H +

τ+t2∫
τ

(x1(t)− λx2(t))dt.

Пусть в моменты времени t > τ и
t + T (M0) точка траектории принадлежит
цилиндрической поверхности {(x1, x2, ñ) :
f(x1, x2, x10, x20, 0, 0) = 0}. Тогда из T (M0) –
периодичности решения системы Вольтерры
следует

ñ(t+T (M0))−ñ(t) =

t+T (M0)∫
t

(x1(t)−λx2(t))dt =

=

T (M0)∫
0

(x1(t)− λx2(t))dt.

Отсюда, применяя лемму 1, получаем, что с
каждым полным оборотом точка траектории
системы (3) спускается на величину |∆|.

Значит, точка траектории, начиная с мо-
мента времени τ + t2 до попадания на плос-
кость π, совершит следующее количество пол-
ных оборотов

N =


H +

τ+t2∫
τ

(x1(t)− λx2(t))dt

|∆|

 ,
где [ · ] – символ целой части числа.

При τ + t2 + NT (M0) 6 t 6 τ + t1 + (N +
1)T (M0) точка траектории поднимается, после
чего спускается при τ + t1 + (N + 1)T (M0) 6
t 6 τ + t1 + (N + 1)T (M0) + t3, где 0 < t3 <
t2− t1, t = τ + t1 + (N + 1)T (M0) + t3 – момент
попадания траектории на плоскость π.

Отметим, что, спускаясь на промежутке
времени τ + t1 6 t 6 τ + t2 длиной t2 − t1 и
поднимаясь на промежутке времени τ + t2 +
NT (M0) 6 t 6 τ + t1 + (N + 1)T (M0) длиной
T (M0) − (t2 − t1), точка траектории образует
один оборот. Таким образом, начиная с момен-
та времени τ , точка траектории, до попадания
на плоскость π, совершит N + 1 полных обо-
ротов.

Отличие доказательства теоремы для вто-
рого случая состоит в том, что в начале дока-
зательства используется теорема 3 [2].

Теорема 5. Пусть λ > m
ak ,Π 3 M0 – началь-

ная точка траектории системы (3)–(7),

u1 =

{
a− bx20, 0 6 t 6 τ,
0, t > τ,

u2 =

{
bkx10 −m, 0 6 t 6 τ,
0, t > τ,

где 0 < τ – некоторая постоянная. Тогда
количество полных оборотов, которые совер-
шит точка траектории системы (3), начи-
ная с момента времени τ , до попадания на
плоскость π, равно

N + 1,

где N определено в (14), причем H = (x10 −
λx20)τ, t2 определено в (13).

Теорема 5 доказывается аналогично теоре-
ме 4. Отличие состоит в том, что в начале ее
доказательства используется теорема 1 [2].

Замечание 1. Теоремы 4, 5 имеют место, ко-
гда τ удовлетворяет неравенству

H > h, (15)

где h = ∆ +
t4∫
0

(x1(t) − λx2(t))dt, {(x1, x2, ñ) :

ñ = Λ + ∆} 3M – начальная точка такой тра-
ектории, что ñ(T (M0)) = Λ, t4 ∈ (0, T (M0)),
причем x1(t4) = x10, x2(t4) = x20. Если для
τ (15) не выполнено, то точка траектории си-
стемы (3), начиная с момента времени τ , не
совершив ни одного полного оборота, попадет
на плоскость π.

Замечание 2. Пусть λ < m
ak ,M0 ∈ K1∪K2∪Π

– начальная точка траектории системы (3)
и на промежутке времени [0, τ ] производится
изъятие особей с интенсивностями u1, u2, где
τ, u1, u2 из теорем 4, 5. ТогдаM0 – точка сохра-
нения состава биосообщества, если τ удовле-

творяет (15), где h =
t5∫
0

(x1(t)− λx2(t))dt, π+ 3

M – начальная точка траектории, для которой
существуют t1, t2 ∈ (0, T (M0)) – время перво-
го и второго попадания этой траектории на
плоскость {(x1, x2, ñ) : x1 − λx2 = 0}, при-
чем ñ(t2) = Λ, (0, t1) 3 t5 такое, что x1(t5) =
x10, x2(t5) = x20. Если τ не удовлетворяет (15),
то траектория, начинающаяся вM0, достигнет
π−, после чего начнется режим P21.

Замечание 3. Пусть λ = m
ak ,M0 ∈ K1∪K2∪Π

– начальная точка траектории системы (3)
и на промежутке времени [0, τ ] производится
изъятие особей с интенсивностями u1, u2, где
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τ, u1, u2 из теорем 4, 5. Тогда M0 – точка со-
хранения состава биосообщества, если для τ

выполнено (15), где h =
t6∫
0

(x1(t)−λx2(t))dt, l 3

M – начальная точка такой траектории, что
ñ(T (M0)) = Λ, (0, T (M0)) 3 t6 такое, что
x1(t6) = x10, x2(t6) = x20. Если (15) не выпол-
нено, то начнется миграция хищника.

Справедливость замечаний 1–3 следует из
леммы 1.

Итак, в случае λ 6 m
ak , т. е. когда хищ-

нику для удовлетворения его биологических
потребностей требуется небольшое количество
жертвы, изъятие особей, в течение определен-
ного времени τ , обеспечит сохранение видово-
го состава ареала. В случае λ > m

ak из тео-
рем 4, 5 и замечания 1 получаем, что при лю-
бом τ > 0 траектория системы (3) попадает
на π, а именно на π−, после чего начинается
режим P21. В этом случае предлагаются про-
цессы управления, обеспечивающие сохране-
ние состава биосообщества при меньшем внеш-
нем воздействии на ареал.

Периодический и квазипериодиче-
ский процессы управления

Пусть сначала M0 ∈ Π. Используя теоре-
му 5, опишем процесс управления. Пусть D =
(N+1)∆
x10−λx20

. Будем полагать
при 0 6 t 6 τ

u1 = a− bx20, u2 = bkx10 −m,

при τ + (k − 1)(N + 1)T (M0) + (k − 1)D 6 t 6
τ + k(N + 1)T (M0) + (k − 1)D

u1 = 0, u2 = 0,

при τ + k(N + 1)T (M0) + (k − 1)D 6 t 6
τ + k(N + 1)T (M0) + kD

u1 = a− bx20, u2 = bkx10 −m,

где k = 1, 2, 3, ....
Таким образом, процесс управления перио-

дичен и его период T равен

T = (N + 1)T (M0) +
(N + 1)∆

x10 − λx20
.

Далее, используя теорему 4, опишем про-
цесс управления для M0 ∈ K1.

При (k − 1)τ +
k−1∑
i=1

(Ni + 1)T (M0) 6 t 6

kτ +
k−1∑
i=1

(Ni + 1)T (M0)

u1 = 0, u2 = kbx10 −m+
1

λ

x10

x20
(bx20 − a),

при kτ +
k−1∑
i=1

(Ni + 1)T (M0) 6 t 6 kτ +
k∑
i=1

(Ni +

1)T (M0)
u1 = 0, u2 = 0,

где k – номер этапа процесса управления (k =

1, 2, 3, ...), причем будем полагать
k−1∑
i=1

(Ni +

1)T (M0) = 0, если k = 1, Ni + 1 – количе-
ство полных оборотов, которые совершит точ-
ка траектории на i-ом этапе процесса управле-
ния.

Введем обозначение

ñk = ñ(kτ +

k∑
i=1

(Ni + 1)T (M0)).

Отметим, что последовательности
{Nk}, {ñk} являются ограниченными. Дей-
ствительно, из доказательства теоремы 4 сле-
дует

Λ 6 ñ(kτ+
k−1∑
i=1

(Ni+1)T (M0)+t2 +NkT (M0)) 6

Λ + ∆.
Значит,

Λ+
T (M0)−t2∫

0

(x1(t)−λx2(t))dt 6 ñ(kτ +
k−1∑
i=1

(Ni+

1)T (M0) + t2 + NkT (M0) + T (M0) − t2) 6

Λ + ∆ +
T (M0)−t2∫

0

(x1(t)− λx2(t))dt,

где (x1(0), x2(0)) – точка пересечения луча l c
траекторией f(x1, x2, x10, x20, 0, 0) = 0, имею-
щая меньшие координаты. Обозначив левую
и правую части последнего двойного неравен-
ства через ñmin, ñmax, соответственно, полу-
чим

ñmin < ñk 6 ñmax.

Заметим, что ñmin соответствует наименьшее
количество оборотов, до попадания на плос-
кость π, обозначим его через Nmin + 1, а ñmax
соответствует наибольшее количество оборо-
тов, до попадания на плоскость π, обозначим
его через Nmax + 1. Отсюда получаем

Nmin < Nk 6 Nmax.

Предложенный процесс управления будем на-
зывать квазипериодическим.

Аналогичным образом, используя теорему
4, можно описать квазипериодический процесс
управления для M0 ∈ K2.

Квазипериодичность процесса управления
дляM0 ∈ K1∪K2 мотивируется тем, что отре-
зок [Λ,Λ+ |∆|] отображается в себя вдоль тра-
екторий процесса управления. При этом при
∆ = 0 процесс становится периодическим.
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Заключение
Для модели, рассмотренной в настоящей

работе, в зависимости от начальных числен-
ностей популяций, предложен периодический
или квазипериодический процесс управления,
позволяющий сохранить состав ареала, умень-
шив антропогенную нагрузку на него. Таким
образом, согласовано внешнее вмешательство
в ареал с естественными процессами в нем.
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