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РАЗНОСТНАЯ СХЕМА КРАЕВОЙ ЗАДАЧИ
ПЕРЕНОСА CO2 В ЛЕСНЫХ ПЕСЧАНЫХ ПОЧВАХ

К. В. Грудова

Отдел комплексных научных исследований КарНЦ РАН,
ФИЦ «Карельский научный центр РАН», Петрозаводск, Россия

В контексте проблемы анализа антропогенного воздействия на окружающую
среду возникает потребность в исследовании динамики почвенного углерода.
Учитывая зависимость процессов переноса и продуцирования CO2 от текстуры
почвы, влажности атмосферы, частоты осадков и других факторов, актуальной
задачей является математическое описание газовой фазы почв для конкрет-
ной местности. В основу данной работы была взята математическая модель
продуцирования и переноса углекислого газа в суточном диапазоне времени в
лесных почвах, характерных для Восточной Фенноскандии. Модель ориентиро-
вана на сравнительный количественный анализ диффузионной и конвективной
составляющих с целью оценки динамики дыхания почвы и изменений направ-
лений стока (в атмосферу и глубинные горизонты, грунтовые воды). В работе
осуществлен переход к безразмерному виду модели, предложены явно-неявная
разностная схема и итерационный вычислительный алгоритм решения краевой
задачи переноса углекислого газа в почвенном горизонте.

Ключ е вы е c л о в а: краевые задачи в пористой среде; диффузия и конвекция;
перенос CO2 в песчаных почвах; явно-неявная разностная схема.

K. V. Grudova. DIFFERENCE SCHEME OF THE BOUNDARY
VALUE PROBLEM OF CO2 TRANSPORT IN SANDY FOREST
SOIL
In the context of anthropogenic environmental impact analysis, there is a need
to study soil carbon dynamics. Since CO2 transport and production depend on
soil texture, air humidity, rainfall frequency, and other factors, mathematical
description of the gaseous phase of soils in a specific area is a topical task. This
work is based on a mathematical model of the production and transport of carbon
dioxide in the circadian time range in forest soils typical of Eastern Fennoscandia.
The model is focused on a comparative quantitative analysis of diffusive and
convective components to assess the dynamics of soil respiration and changes in flow
directions (towards the atmosphere and deep-lying horizons, to groundwater). In
this paper, the transition to the dimensionless form of the model was implemented,
an explicit–implicit difference scheme and an iterative computational algorithm for
solving the boundary value problem of carbon dioxide transport in a soil horizon
were proposed.

K e ywo r d s: boundary value problems in a porous medium; diffusion and
convection; CO2 transport in sandy soils; explicit-implicit difference scheme.
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Введение

Поток CO2 в атмосферу из почвы является
одним из самых значимых в глобальном цикле
углерода [17]. Для сравнения: в течение всего
года количество CO2, выделяемого из почвы
в атмосферу, примерно в 10 раз превышает
ежегодное количество CO2, выделяемого при
сжигании ископаемого топлива [15, 16]. Поэто-
му мониторинг динамики почвенного CO2 име-
ет важное значение для количественной оцен-
ки и моделирования глобального цикла уг-
лерода, который, в свою очередь, исследует-
ся в контексте проблемы антропогенного воз-
действия на биосферу. В данных исследова-
ниях соответствующие математические моде-
ли представляют значительный интерес.

В связи с многообразием почв и условий их
жизненного цикла возникает необходимость
более пристального внимания к математиче-
скому описанию газовой фазы почв для кон-
кретно взятой местности. Локальные экспери-
ментальные данные позволяют делать выводы
о преимущественной эмиссии или доминирую-
щем стоке углерода на тех или иных терри-
ториях, о влиянии мелиорации почв, таяния
вечной мерзлоты и т. д. Методы численного
моделирования — один из способов получения
информации, позволяющих анализировать ба-
ланс потоков углекислого газа и метана в раз-
личных почвенных и болотных экосистемах.

Более подробный обзор литературы, моде-
ли и их сравнение, тенденции развития ма-
тематического моделирования в этой области
представлены в [5, 9–11, 13, 14]. В книгах
[8, 11, 12, 18] даются физически обоснованные
математические описания газовой фазы почв.

В почве углекислый газ по большей части
образуется за счет дыхания корней, химиче-
ских процессов разложения органических ве-
ществ и жизнедеятельности микроорганизмов.
Задача состоит в исследовании доли продуци-
руемого в почве CO2, которая достигает по-
верхности (с которой эмиссия CO2 регистриру-
ется достаточно надежно), и доли, которая де-
понируется глубинными слоями почвы (в част-
ности, уносится грунтовыми водами).

В данной работе рассматривается модель
продуцирования и переноса углекислого газа
в суточном диапазоне времени в лесных поч-
вах Восточной Фенноскандии [2, 19]. При раз-
работке разностных схем автор следовал рабо-
там [1, 4].

Математическая модель

Кратко представим математическую мо-
дель, предложенную в [2, 19]. Уравнение ма-
териального баланса (знак тождества ≡ бу-

дем использовать также в смысле равенства
по определению):

∂Cm
∂t

= Ftr + Fpr, Ftr = −∂J
∂z
, (1)

Cm = Cgε+ Cwθ, C ≡ Cg,
где Ftr – транспортное слагаемое; Fpr – про-
дуктивность верхнего корнеобитаемого слоя
почвы; Cw – массовая концентрация CO2, рас-
творенного в единице объема жидкости; Cg ≡
C – массовая концентрация газа в единице
объема почвенного воздуха; ε(t, z) – пороз-
ность аэрации (объемная доля газа в почве);
θ(t, z) – объемная доля влаги.

Транспортное слагаемое (Ftr) зависит от
плотности потока, которая выражается в виде
суммы диффузионного и конвективного сла-
гаемых [2, с. 41]:

J(t, z) = fε(ε)
[
−D∂zC(t, z) + V C(t, z)

]
,

fε(ε) = exp
{
− a

σ(ε)

}
, σ(ε) ≡ ε

1− ε
=

ε

θ + ζ
.

В факторе порозности аэрации (fε) параметр a
имеет «активационный» смысл. Характерный
вид фактора fε в зависимости от параметра
a > 0 представлен на рис. 1.

Рис. 1. Фактор порозности аэрации
Fig. 1. Aeration porosity factor

По данным [18, с. 40], с увеличением глу-
бины порозность аэрации (ε(t, z)) монотонно
убывает, а объемная влажность (θ(t, z)) растет
(с выходом на асимптоты). Величины ε, θ свя-
заны соотношением ε+θ+ζ = 1, где ζ – объем-
ная доля сухого вещества почвы. По θ и ζ, по-
лученным экспериментально, вычисляется ε.
Предполагая, что влага – питательный ресурс,
будем использовать функции Моно (Михаэли-
са –Ментен) [6, с. 18] вида θ = θmaxz/[z + h].
Это кривая насыщения, в которой параметр
h – глубина достижения половины «асимпто-
тического» максимума.
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Коэффициент диффузии (D ≡ D(p̄, T )) и
величина «обобщенной скорости» движения
(молярного переноса) (V ≡ V (p̄, T, ∂zT )) име-
ют следующий вид:

D = D0
p0
p̄
·
[
T

T0

]2
, V = v −DT−1∂zT,

v ≡ v(p̄, T ) = v0
p0
p̄
· T
T0
.

В данном случае D0 и «усредненная конвек-
тивная скорость среды» v0 считаются варьи-
руемыми в разумных пределах параметрами.
В первом приближении v0 = v̄ = const для
светового дня и ночи, причем знак v̄ не уточ-
няется и выбирается отдельно (v̄ = v̄d,n).

Температурные зависимости определяются
на основе волнового приближения [3, §14], [7,
§55]. В модели рассматривается суточный ход
температуры. В качестве аппроксимации для
среднегодовых температурных волн (индекс y
означает «year», а индекс J – «July») прини-
мается следующее выражение:

αy ≡
√
ωy[2χy]−1, TJ(z) = T∞

+ ∆Ty exp
{
− αyz

}
cos
{
− αyz

}
,

где период колебаний τy = 2π/ωy равен го-
ду, ωy – соответствующая частота, χy – коэф-
фициент температуропроводности, T∞ – уста-
новившееся значение температуры на глубине
2–3 метра (например, T∞ = 277, 15 K), ∆Ty –
амплитуда колебания.

Для ориентировки по порядку величин зна-
чения параметров принимаются в соответ-
ствии с работой [3, с. 101]: период τy ≈ 365 ·
24 · 60 · 60 ≈ 3.15× 107s, частота ωy ≈ 2× 10−7,
коэффициент χy ≈ 2× 10−7m2/s. Для числен-
ных расчетов по уравнению диффузии в отно-
сительно небольшом диапазоне времени при-
нимается [t] = s.

Аналогичным образом для дневного диапа-
зона используется аппроксимация

αd ≡
√
ωd[2χd]−1, Td(t, z) = TJ(z)

−∆Td exp
{
− αdz

}
cos
{
ωdt− αdz

}
. (2)

При этом ωd � ωy (примерно в 365 раз) и
αd � αy (примерно в 19 раз). Так как лес-
ная подстилка оказывает демпфирующее вли-
яние, дневная амплитуда колебаний ∆Td бу-
дет невелика (например, ∆Td = 2). За на-
чальный момент времени в формуле (2) при-
нимается начало нагрева почвы после ночного
охлаждения (6 часов утра). Минимум припо-
верхностной (z = 0) температуры достигается
при t = 0.

Характерный вид второго слагаемого (про-
дуктивности) Pr = Fpr представлен на рис. 2
(где [Pr] = mg/m2 ·cm·h, как на Fig. 3.9 [18]).

Продуктивность моделируется на основе
зависимости Fpr = A exp{−b/z}/zk, k > 0.
Аррениусовский всплеск в подповерхностном
слое (температуру и влажность считаем мак-
симально благоприятными) сменяется относи-
тельно медленным спадом со степенной ско-
ростью (плотность корней, бактерий, органи-
ческих веществ быстро спадает). Параметры
A, b, k будут уточняться в лабораторных усло-
виях.

Рис. 2. Продуктивность CO2

Fig. 2. CO2 productivity

Так как продуктивность зависит от откло-
нений температуры и влажности от оптималь-
ных значений, то примем

Fpr = fθ(θ)fT (T )A exp
{
− bz−1

}
z−k,

θ = θ(t, z), T = T (t, z).

Фактор влажности фиксируем в форме [8]:

fθ(θ) =

[
θ − θ 0

min

θ̂ − θ 0
min

]α
·

[
θ 0
max − θ
θ 0
max − θ̂

]β
,

α > 1, β > 0.

Значение θ̂ = [αθ 0
max+βθ 0

min]/[α+β] оптималь-
ной влажности (при благоприятной темпера-
туре), для которой fmax = fθ(θ̂) = 1, задается
из опытных данных. Параметр α > 1 варьи-
руется, а значение β > 0 вычисляется по за-
данным θ̂, α как β = α(θmax − θ̂)/(θ̂ − θmin).
Характерный вид fθ представлен на рис. 3.

Аналогичным образом определяется фак-
тор температуры fT (T ).
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Рис. 3. Зависимость фактора fθ от a = α
Fig. 3. Dependence of the factor fθ on the a = α

Преобразование модели:
переход к безразмерному виду

Сделаем замену времени t = H2D−10 t′,
где H2D−10 — характерное время диффу-
зии, и замену независимой переменной z =

Hx, Ĉ(t′, x) = C(t(t′), z(x)). Введем со-
ответствующую нормировку концентраций и
оставим прежнее обозначение для функции
Ĉ(t′, x) := Ĉ(t′, x)/c, где c — концентрация уг-
лекислого газа в атмосфере. После указанной
замены переменных уравнение материального
баланса (1) примет вид:

∂Ĉ

∂t′
= F̂tr + F̂pr; F̂tr = −∂Ĵ

∂x
, (3)

F̂pr = fθ(θ)fT (T )
A

(Hx)−k
exp

{
− b

Hx

}
. (4)

При этом плотность потока преобразуется к
виду (D̂ ≡ D̂(t′, x), V̂ ≡ V̂ (p̄, T, ∂xT )):

Ĵ = −D̂∂Ĉ
∂x

+ V̂ Ĉ,

где

D̂ = fε(ε)
p0
p̄
·
[
T

T0

]2
, v(p̄, T ) ≡ v0

p0
p̄
· T
T0
,

V̂ = fε(ε)HD−10 v(p̄, T )− D̂T−1∂xT.
После преобразований объемная влажность
(θ) и температурные зависимости (T ) примут
следующий вид:
θ ≡ θ(t′, x) = θmax x/[x+ h(t′)],

h(t′) = h0/H+vht
′HD−1, vh = vh,d>0;

T ≡ Td(t′, x) = TJ(x)−∆Td exp
{
− αdHx

}
× cos

{
ωdt
′H2D−10 − αdHx

}
,

TJ(x) = T∞ + ∆Ty exp
{
− αyHx

}
× cos

{
− αyHx

}
.

Вычислительный алгоритм

Введем сетку {xm = mh̄m, m =
0, 1, . . . ,M}, где h̄m – шаг по пространствен-
ной переменной (глубине) между узлами xm−1
и xm на момент времени t′n+1. Будем исполь-
зовать сетку с равномерным шагом hx = 1/M ,
т. е. h̄1 = h̄2 = · · · = h̄M := hx для любого
момента времени. Также вводим сетку по вре-
мени {t′n = nht′ , n = 0, 1, . . . } с шагом ht′ .
Приближенные значения концентрации CO2 в
почве обозначим {Ĉnm}.

В уравнении материального баланса (3)
выделяются две составляющие – транспорт-
ное слагаемое и продуктивность верхнего кор-
необитаемого слоя почвы. В свою очередь,
транспортное слагаемое (F̂tr) разделяется на
две основные части: диффузионную и конвек-
тивную. В соответствии с работой [1] для диф-
фузионной составляющей транспортного сла-
гаемого используется техника неявных раз-
ностных схем, а для конвективной – явных.
Диффузионное слагаемое содержит перемен-
ный коэффициент D̂(t′, x), что представляет
некоторую сложность в построении разност-
ной схемы. Один из вариантов решения дан-
ной проблемы предложен в книге [4], кото-
рый и был взят за основу. В результате по-
строена следующая неявная разностная схема
(σ = 0.5):

∂

∂x

(
D̂(t′, x)

∂Ĉ(t′, x)

∂x

)

≈ χ̄m−1/2
Ĉn+1
m−1 − Ĉn+1

m + Ĉnm−1 − Ĉnm
2h2x

− χ̄m+1/2

Ĉnm − Ĉnm+1 + Ĉn+1
m − Ĉn+1

m+1

2h2x
,

χ̄m±1/2 ≈
D̂
n+1/2
m + D̂

n+1/2
m±1

2

≈
2D̂

n+1/2
m D̂

n+1/2
m±1

D̂
n+1/2
m + D̂

n+1/2
m±1

≈
√
D̂
n+1/2
m D̂

n+1/2
m±1 .

В данном и последующих уравнениях черта
означает, что величина относится к моменту
времени t̄′ = t′ + ht′/2.

Для конвективного слагаемого примем

∂Ĝ(t′, x)

∂x
≈
Ĝnm+1 − Ĝnm−1

2hx
,

где Ĝ(t′, x) = V̂ (p̄, T, ∂xT )Ĉ(t′, x).
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В результате для уравнения материального
баланса (3) получили линейную трехточечную
(по пространству) разностную схему:

Ĉn+1
m − Ĉnm
ht′

= χ̄m+1/2

Ĉnm − Ĉnm+1 + Ĉn+1
m − Ĉn+1

m+1

2h2x

− χ̄m−1/2
Ĉn+1
m−1 − Ĉn+1

m + Ĉnm−1 − Ĉnm
2h2x

−
Ĝnm+1 − Ĝnm−1

2hx
+ ϕ(n,m).

Для обеспечения монотонности схемы в каче-
стве шага по времени ht′ необходимо брать ма-
лое значение: ht′ 6 2/3 min

m

(
h2
x

χm

)
[4].

Продуктивность корнеобитаемого слоя
почвы представлена зависимостью (4), и для
нее можно использовать аппроксимацию

ϕ(n,m) =
1

ht′hx

∫ t′+ht′

t′
dt′
∫ xm+1/2

xm−1/2

dxfpr(t
′, x)

≈ 1

2
fpr(t̄

′, xm−1/2) +
1

2
fpr(t̄

′, xm+1/2).

Рассмотрим уравнение перехода с n-го на
(n+ 1)-й слой по времени:

ω1

[
Ĉnm−1 − Ĉn+1

m−1

]
+ ω2

[
Ĉnm+1 − Ĉn+1

m+1

]
+ ω3

[
Ĉnm − Ĉn+1

m

]
+ Ψn

m = 0. (5)

ω1 ≡ (2h2x)−1χ̄m−1/2, ω2 ≡ (2h2x)−1χ̄m+1/2,

ω3 ≡ (ht′)
−1 − ω1 − ω2,

Ψn
m ≡ ϕ(n,m)− [Ĝnm+1 − Ĝnm−1](2hx)−1.

Следуя методу прогонки, ищем приближен-
ные значения концентрации в узлах сетки на
(n+1)-м слое в виде Ĉn+1

m = αm+1Ĉ
n+1
m+1+βm+1,

m = 0, . . . ,M − 1. Применив это выражение
к (5), получим выражение для прогоночных
коэффициентов (m = 1, . . . ,M − 1):

αm+1 = − ω2

ω3 + ω1αm
, βm+1 = −αm+1Ĉ

n
m+1

+
ω1[Ĉ

n
m−1 − βm] + ω3Ĉ

n
m + Ψn

m

ω3 + ω1αm
. (6)

Для реализации обратного хода прогонки
необходимо знать значения α1, β1. Из выраже-
ния Ĉn+1

0 = α1Ĉ
n+1
1 + β1 получим α1 = 0, а

β1 = Ĉn+1
0 . В качестве значений Ĉn+1

0 и Ĉn+1
M ,

необходимых для реализации обратного хо-
да прогонки, возьмем экспериментальные дан-
ные. По полученным значениям α1, β1 с помо-
щью уравнений (6) находим оставшиеся прого-
ночные коэффициенты αi, βi, i = 2, . . .M − 1.

На следующем шаге обратным ходом про-
гонки ищем приближенные значения концен-
трации в узлах сетки на (n+ 1)-м слое.

Заключение

Учитывая зависимость процессов переноса
и продуцирования CO2 от почвенных струк-
тур, погодных условий и других факторов,
актуальной задачей является математическое
описание газовой фазы почв для конкретной
местности. В работе кратко описывается за-
дача моделирования продуцирования и пере-
носа углекислого газа в суточном диапазоне
времени в лесных почвах, характерных для
Восточной Фенноскандии. Разработана явно-
неявная разностная схема и итерационный вы-
числительный алгоритм решения краевой за-
дачи переноса углекислого газа в почвенном
горизонте (техника неявных разностных схем
используется для диффузионного слагаемого,
а явных – для конвективного).

Финансирование исследований осуществ-
лялось из средств федерального бюджета на
выполнение государственного задания КарНЦ
РАН (Отдел комплексных научных исследова-
ний КарНЦ РАН).
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