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О ПРЕДЕЛЬНОМ РАСПРЕДЕЛЕНИИ МАКСИМАЛЬНОГО
ОБЪЕМА ДЕРЕВА В ЛЕСЕ ГАЛЬТОНА–ВАТСОНА
СО СТЕПЕННЫМ РАСПРЕДЕЛЕНИЕМ

Е. В. Хворостянская

Институт прикладных математических исследований КарНЦ РАН,
ФИЦ «Карельский научный центр РАН», Петрозаводск, Россия

Рассматривается критический ветвящийся процесс Гальтона –Ватсона, начи-
нающийся с N частиц, число прямых потомков которого имеет распределение
pk = (k + 1)−τ − (k + 2)−τ , k = 0, 1, 2, . . . Для соответствующего леса Гальто-
на –Ватсона с N деревьями и n некорневыми вершинами получено предельное
распределение максимального объема дерева при N,n → ∞ так, что n/N → 0
или n/N →∞, n/Nτ → 0.

К люч е вы е c л о в а: лес Гальтона –Ватсона; максимальный объем дерева;
предельное распределение.

E. V. Khvorostyanskaya. ON THE LIMIT DISTRIBUTION
OF THE MAXIMUM TREE SIZE IN A GALTON–WATSON
FOREST WITH A POWER-LAW DISTRIBUTION
We consider a critical Galton –Watson branching process starting with N particles
where the number of offsprings has the distribution pk = (k + 1)−τ − (k + 2)−τ ,
k = 0, 1, 2, . . . The limit distribution of the maximum tree size is obtained for
the corresponding Galton –Watson forest with N trees and n non-root vertices as
N,n→∞, such that n/N → 0 or n/N →∞, n/Nτ → 0.

K e ywo r d s: Galton –Watson forest; maximum tree size; limit distribution.

Пусть FN – лес Гальтона –Ватсона, по-
рожденный критическим процессом Гальто-
на –Ватсона GN с N начальными частицами,
занумерованными числами 1, . . . , N , в котором
число прямых потомков одной частицы зада-
ется случайной величиной ξ с распределением

pk = P {ξ = k} , k = 0, 1, 2, . . . , p0 > 0. (1)

Процесс GN индуцирует на подмножестве
FN,n своих траекторий, имеющих N + n вер-
шин, условное распределение вероятностей
при условии, что число вершин равно N + n.

Построенный таким образом лес Гальтона –
Ватсона с N деревьями и n некорневыми вер-
шинами обозначим через FN,n. Подробно та-
кие леса изучались в [6], и при условии суще-
ствования конечного третьего момента распре-
деления (1) и N,n → ∞ были получены пре-
дельные распределения максимального объе-
ма дерева, числа деревьев заданного объема,
высоты дерева. Некоторые другие характери-
стики таких лесов рассматривались также в
[7, 10, 12]. В [3] доказано, что условие Eξ3 <∞
можно заменить более слабым: Eξ2 <∞.
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Пусть далее FN,n – лес Гальтона –Ватсона,
порожденный критическим ветвящимся про-
цессом GN , в котором число прямых потомков
одной частицы имеет распределение

pk = P {ξ = k} =
1

(k + 1)τ
− 1

(k + 2)τ
, (2)

k = 0, 1, 2, . . . Учитывая, что рассматриваемый
ветвящийся процесс является критическим и
(2), несложно показать, что

m = Eξ = ζ(τ)− 1 = 1, (3)

где ζ(x) – дзета-функция Римана. Отсюда сле-
дует, что значение параметра τ распределе-
ния (2) определяется равенством ζ(τ) = 2 и
τ ≈ 1.728.

Для такого случайного леса в [9] получе-
но предельное распределение максимального
объема дерева в случае, когда N,n → ∞ так,
что 0 < C1 6 n/N 6 C2 < ∞. Здесь и да-
лее C,C1, C2, . . . обозначают произвольные по-
ложительные постоянные. Идея рассмотреть
такой ветвящийся процесс появилась в связи
с возможностью применения ветвящихся про-
цессов Гальтона –Ватсона при исследовании
Интернет-графов [11], одной из наиболее из-
вестных и изученных моделей которых [8, 13]
является модель с распределением степеней
вершин

qk =
1

kτ
− 1

(k + 1)τ
, k = 1, 2, . . . (4)

В [13] показано, что для большинства реаль-
ных сетей характерны значения параметра
τ , принадлежащие интервалу (1, 2). Заметим,
что для таких значений τ распределение (4)
имеет бесконечный второй момент и получен-
ные ранее результаты для лесов Гальтона –
Ватсона в этом случае неприменимы. Сдвиг
на 1 в распределении (2) обусловлен тем, что
степень вершины в лесе Гальтона – Ватсона на
1 больше числа прямых потомков соответству-
ющей частицы ветвящегося процесса.

В настоящей работе доказаны предельные
теоремы для максимального объема дерева ле-
са FN,n в других зонах изменения параметров
N,n (теоремы 1, 2).

Обозначим через ν1(F), ν2(F), . . . , νN (F)
случайные величины, равные объемам дере-
вьев леса из FN,n.

В [6] показано, что классу лесов FN,n со-
ответствует ветвящийся процесс Гальтона –
Ватсона G, распадающийся на N независимых
процессовG(1), G(2), . . . , G(N), начинающихся с
одной частицы, в котором случайные величи-

ны ξ1(λ), ξ2(λ), . . ., равные числу прямых по-
томков одной частицы, имеют распределение

pk(λ) =
λkpk
F (λ)

, k = 0, 1, 2, . . . , 0 < λ 6 1, (5)

где

F (z) =

∞∑
k=0

pkz
k. (6)

Пусть ν(1), ν(2), . . . , ν(N) – независимые оди-
наково распределенные случайные величины,
равные числу частиц, существовавших в про-
цессах G(1), G(2), . . . , G(N) до их вырождения,
νN – случайная величина, равная общему чис-
лу частиц, существовавших в процессе G до
его вырождения:

νN = ν(1) + ν(2) + . . .+ ν(N).

Справедливо равенство [6]

P {ν1(F) = k1, . . . , νN (F) = kN}

= P
{
ν(1)=k1, . . . , ν

(N)=kN |νN=N+n
}
.

(7)

Равенство (7) означает, что случай-
ные величины ν1(F), ν2(F), . . . , νN (F) и
ν(1), ν(2), . . . , ν(N) образуют обобщенную схему
размещения [4]. Использование метода обоб-
щенной схемы размещения позволяет свести
задачу с зависимыми случайными величинами
к изучению сумм независимых случайных ве-
личин, при этом, как известно, параметр рас-
пределения независимых случайных величин
может быть выбран любым наиболее удобным
для решения задачи способом. Будем считать
далее, что параметр λ распределения (5) равен
решению λ∗ уравнения

λF
′
(λ)

F (λ)
=

n

N + n
. (8)

Пусть η(F) – случайная величина, равная
максимальному объему дерева в лесе FN,n:

η(F) = max
16k6N

νk(F).

Справедливы следующие утверждения.

Теорема 1. Пусть N,n → ∞ так,
что n/N → 0, NP

{
ν(1) = r + 1

}
→ ∞,

NP
{
ν(1) = r + 2

}
→ γ, где γ – некоторая

неотрицательная постоянная. Тогда

P {η(F) = r + 1} → e−γ ,

P {η(F) = r + 2} → 1− e−γ .
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Теорема 2. Пусть N,n → ∞ так, что
n/N →∞, n/N τ → 0. Тогда

P {βη(F)− u 6 z} → e−e
−z
,

где
β = ln (F (λ)/λ) , (9)

а u выбрано так, что

NC(τ)β1/τu−(1+1/τ)e−u = 1, (10)

C(τ) =
Γ(1/τ) cos(π(2− τ)/2τ)

πτ (Γ(1− τ) cos(πτ/2))1/τ
.

Докажем сначала вспомогательные утвер-
ждения (леммы 2 – 7), а затем с их помощью
получим теоремы 1, 2.

Введем независимые одинаково распреде-
ленные случайные величины ν

(1)
r , . . . , ν

(N)
r та-

кие, что

P
{
ν(i)r =k

}
= P

{
ν(1)=k | ν(1)6r+1

}
, (11)

где i = 1, . . . , N , k = 1, 2, . . .

Обозначим νr,N = ν
(1)
r + . . . + ν

(N)
r , Pr =

P
{
ν(1) > r + 1

}
. Из (7) следует, что

P {η(F) 6 r}= (1−Pr)N
P {νr,N=N+n}
P {νN=N+n}

. (12)

Таким образом, для получения предель-
ного распределения случайной величины
η(F) достаточно найти асимптотику бинома
(1− Pr)N и вероятностей P {νr,N = N + n},
P {νN = N + n}.

Пусть далее ξ1, ξ2, . . . – независимые оди-
наково распределенные случайные величины,
имеющие распределение (2), ηk = ξ1 + . . .+ ξk.

Согласно [5, лемма 2.1.3] справедливо сле-
дующее утверждение.

Лемма 1. Для N > 0, N + n > 1

P {νN = N + n}

=
N

N + n
P {ξ1(λ)+ . . .+ξN+n(λ) = n} .

Лемма 2. Пусть n,N → ∞ так, что
n/N → 0, NP

{
ν(1) = r + 1

}
→ ∞,

NP
{
ν(1) = r + 2

}
→ γ, где γ – некоторая

неотрицательная постоянная. Тогда

NPr−1 →∞, NPr → γ.

Доказательство. Согласно [9, лемма 2] суще-
ствует единственное решение λ∗ уравнения (8)

и λ∗ → 0 при n/N → 0. Учитывая (6) и соот-
ношения λ∗, n/N → 0, из (8) находим, что

λ∗ =
p0n

p1N
(1 + o(1)). (13)

С помощью леммы 1 получаем равенство

Pr = P
{
ν(1) = r + 2

}
×
∞∑
l=1

(r+2)P {ξ1(λ)+ . . .+ξr+1+l(λ)=r+l}
(r+1+l)P {ξ1(λ)+ . . .+ξr+2(λ)=r+1}

.

Используя (5), отсюда находим, что

Pr = P
{
ν(1) = r + 2

}
×
∞∑
l=1

(
λ

F (λ)

)l−1 (r+2)P {ηr+1+l=r+l}
(r+1+l)P {ηr+2=r+1}

.
(14)

При фиксированных r с помощью (2), (13),
(14) несложно получить соотношение

Pr = P
{
ν(1) = r + 2

}
(1 + o(1)). (15)

Покажем, что (15) верно и при r → ∞. Ис-
пользуя [9, лемма 1] и (3), находим, что при
r →∞ для l = 1, 2, . . .

P {ηr+1+l=r+l}

=
g
(
−(r+1+l)−1/τ

)
(r+1+l)1/τ

(1+o(1)),
(16)

где g(x) – плотность устойчивого распреде-
ления с показателем τ и характеристической
функцией

f(t) = exp

{
−Γ(1−τ)|t|τ

(
1− it
|t|

tg
πτ

2

)
cos

πτ

2

}
.

Из (13), (14), (16) получаем соотношение (15).
Аналогично можно показать, что

Pr−1 = P
{
ν(1) = r + 1

}
(1 + o(1)). (17)

Из (15), (17) и условий леммы следуют соот-
ношения NPr−1 →∞, NPr → γ.

Лемма 3. Пусть N,n→∞ так, что n/N →
∞, n/N τ → 0, r = (u + z)/β + O(1), где z –
фиксированное число, а β, u заданы соответ-
ственно соотношениями (9), (10). Тогда

NPr → e−z.
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Доказательство. Согласно [9, лемма 2] суще-
ствует единственное решение λ∗ уравнения (8)
и λ∗ → 1 при n/N → ∞. Используя (2), нахо-
дим, что

F (λ) = 1− (1− λ)

∞∑
k=0

λk

(k+2)τ
, (18)

при этом, учитывая (3), несложно показать,
что справедливо равенство

∞∑
k=0

λk

(k+2)τ
= 1−1−λ

λ

∞∑
k=0

λk

(k+2)τ−1

+O(1− λ).

(19)

Используя свойство функции Лерча

Φ(z, s, v) =
∞∑
k=0

(k+v)−szk

lim
z→1

(1−z)1−sΦ(z, s, v) = Γ(1−s), Re s<1 (20)

[1, равенство (1.11.12)], находим, что при λ→1

∞∑
k=0

λk

(k + 2)τ−1
=

Γ(2− τ)

(1− λ)2−τ
(1 + o(1)). (21)

С помощью (18), (19) и формулы Тейлора по-
лучаем, что

λF
′
(λ)

F (λ)
= 1− 2(1−λ)

λ

∞∑
k=0

λk

(k+2)τ−1
+O(1−λ).

Отсюда и из (8), (21) при n/N → ∞ следует
равенство

λ∗ = 1−
(

N

2Γ(2−τ)n

)1/(τ−1)
(1+o(1)). (22)

С помощью леммы 1 и равенств (5) нахо-
дим, что

Pr =
1

F (λ)

∞∑
l=1

P {ηr+1+l=r+l}
r + 1 + l

(
λ

F (λ)

)r+l
.

Используя (9), (18), (19), (21) и формулу Тей-
лора, при λ→ 1 получаем, что

β = (1−λ)

(
1−

∞∑
k=0

λk

(k+2)τ

)
+O

(
(1−λ)2

)
= Γ(2− τ)(1− λ)τ (1 + o(1)).

(23)

Учитывая (22) и (23), находим, что при
выполнении условий леммы Nβ1/τ =

(
(Γ(2− τ))−1/τN τ/2n

)1/(τ−1)
(1 + o(1))→∞, и

из (10) следует, что u→∞. Тогда

rβ = u+ z +O(β)→∞, r →∞. (24)

Следовательно, справедливы соотношения
(16), при этом, используя [2, равенство (2.3.1)
и теорема 2.4.5], можно показать, что при
x→ 0

g(x) =
1

π

(
Γ(1− τ) cos

πτ

2

)−1/τ
×
(

Γ(1/τ)

τ
cos

π(2− τ)

2τ
+O(x)

)
.

(25)

Тогда

Pr = C(τ)

∞∑
l=1

e−(r+l)β

(r + l)1+1/τ
(1 + o(1)). (26)

Нетрудно видеть, что при любом фиксирован-
ном h выполнены неравенства

∞∫
r+1

e−vβdv

vh
6
∞∑
l=1

e−(r+l)β

(r+l)h
6

∞∫
r

e−vβdv

vh
, (27)

при этом согласно [6, лемма 2.2.4] при x→∞

∞∫
x

yhe−ydy = xhe−x(1 + o(1)).

С помощью этого соотношения, учитывая (23)
и (24), несложно показать, что

∞∫
r

e−vβdv

vh
,

∞∫
r+1

e−vβdv

vh
=

1 + o(1)

βrherβ
. (28)

Отсюда и из (10), (24), (26), (27) получаем ра-
венство

Pr =
C(τ)(1 + o(1))

βr1+1/τerβ
=
e−z

N
(1 + o(1)),

из которого следует утверждение леммы.

Обозначим через ϕ(t), ψ(t) характеристи-
ческие функции случайных величин ν(1) и(
νN −NEν(1)

)
/
√
NDν(1) соответственно.

Лемма 4. Пусть n,N → ∞ так, что
n/N τ → 0. Тогда равномерно по t в любом ко-
нечном интервале

ψ(t)→ e−t
2/2.
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Доказательство. Получим утверждение лем-
мы, следуя доказательству леммы 2.3.1 из [6].
Найдем разложение lnϕ(u) по формуле Тей-
лора в окрестности u0 = 0. Согласно [6, лемма
1.3.2] для производящей функции f(z) случай-
ной величины ν(1) справедливо равенство

f(z) = zFλ (f(z)) , (29)

где

Fλ(u) =

∞∑
k=0

pk(λ)uk =
F (λu)

F (λ)
. (30)

С помощью (29), (30) и равенства ϕ(u) =
f
(
eiu
)
находим, что

ϕ(u) = eiuFλ(ϕ(u)). (31)

Используя (31), несложно показать, что

ϕ
′
(u) =

iϕ(u)

1− eiuF ′λ (ϕ(u))
,

и с помощью этого равенства получаем следу-
ющие соотношения:

(lnϕ(u))
′

=
i

1− eiuF ′λ (ϕ(u))
, (32)

(lnϕ(u))
′′

= −
eiuF

′

λ (ϕ(u))(
1− eiuF ′λ(ϕ(u))

)2
−

eiuϕ(u)F
′′

λ (ϕ(u))(
1− eiuF ′λ (ϕ(u))

)3 , (33)

(lnϕ(u))
′′′

=
ieiuF

′

λ (ϕ(u))(
1− eiuF ′λ (ϕ(u))

)2
−

2ieiuF
′

λ (ϕ(u))(
1− eiuF ′λ (ϕ(u))

)3
−

3ieiuϕ(u)F
′′

λ (ϕ(u))(
1− eiuF ′λ (ϕ(u))

)4
−
ieiuϕ2(u)F

′′′

λ (ϕ(u))(
1− eiuF ′λ (ϕ(u))

)4
−

3ie2iuϕ(u)F
′

λ (ϕ(u))F
′′

λ (ϕ(u))(
1− eiuF ′λ (ϕ(u))

)4
−

3ie2iuϕ2(u)
(
F
′′

λ (ϕ(u))
)2(

1− eiuF ′λ (ϕ(u))
)5 .

(34)

Учитывая (2) и (30), несложно показать, что

F
′

λ(z)=
S1(λz)

zF (λ)
, F

′′

λ (z)=
S2(λz)−S1(λz)

z2F (λ)
,

F
′′′

λ (z) =
S3(λz)− 3S2(λz) + 2S1(λz)

z3F (λ)
,

(35)

где

S1(z)=

∞∑
k=0

kzkpk=−(1−z)
∞∑
k=0

zk

(k+2)τ−1

+ (2− z)
∞∑
k=0

zk

(k+2)τ
,

(36)

S2(z) =

∞∑
k=0

k2zkpk = −(1− z)
∞∑
k=0

zk

(k+2)τ−2

(37)

+ (4−2z)

∞∑
k=0

zk

(k+2)τ−1
− (4−z)

∞∑
k=0

zk

(k+2)τ
,

S3(z) =

∞∑
k=0

k3zkpk = −(1− z)
∞∑
k=0

zk

(k+2)τ−3

+ (6−3z)

∞∑
k=0

zk

(k+2)τ−2
(38)

− (12−3z)

∞∑
k=0

zk

(k+2)τ−1
+ (8− z)

∞∑
k=0

zk

(k+2)τ
.

Используя свойства характеристических
функций и (2), (5), (8), (32), (33), (35), по-
лучаем, что

Eν(1) =
n+N

N
,

Dν(1) =

(
n+N

N

)3
(
S2(λ)

F (λ)
−
(
S1(λ)

F (λ)

)2
)
.

(39)

Пусть n,N → ∞ так, что n/N → 0. Ис-
пользуя (6), (13), (36), (37), (39), находим, что

Eν(1) = 1 + n/N, NDν(1) = n(1 + o(1)). (40)

Из (2), (6), (35) – (38) при z → 1 и λ→ 0 полу-
чаем равенства

F
′

λ(z) =
p1
p0
λ(1 +O(λ)),

F
′′

λ (z), F
′′′

λ (z) = O
(
λ2
)
.

Отсюда и из (34) следует, что при u → 0 вы-
полнено неравенство

∣∣∣(lnϕ(u))
′′′
∣∣∣ 6 C1λ, и с

помощью формулы Тейлора находим, что

lnϕ(u) = iuEν(1)− u2Dν(1)/2 +O
(
λu3
)
. (41)
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Учитывая (13), (40), (41) и равенство

ψ(t)=exp

{
− itNEν(1)√

NDν(1)

}
ϕN
(

t√
NDν(1)

)
, (42)

нетрудно видеть, что lnψ(t)=−t2/2+O
(
n−1/2

)
при любом фиксированном t, что доказывает
утверждение леммы при n/N → 0.

Пусть n,N → ∞ так, что 0 < C2 6 n/N 6
C3 < ∞. Согласно [9, лемма 2] из (8) следует,
что 0 < C4 6 λ 6 C5 < 1. Учитывая (35) – (39),
получаем неравенства

0 < C6 6 F
′

λ(z), F
′′

λ (z), F
′′′

λ (z) 6 C7 <∞,
0 < C8 6 Dν(1) 6 C9 <∞.

(43)

Поскольку, как несложно проверить, функция
F
′

λ(z) возрастает по z и справедливо соотноше-
ние F ′λ(1) = n/(N + n) 6 C10 < 1, при доста-
точно малых значениях u имеет место нера-
венство

∣∣1− eiuF ′λ (ϕ(u))
∣∣ > C11 > 0, и из (34)

следует, что
∣∣∣(lnϕ(u))

′′′
∣∣∣ 6 C12 < ∞. Учиты-

вая это неравенство, по формуле Тейлора при
u→ 0 получаем соотношение

lnϕ(u) = iuEν(1) − u2Dν(1)/2 +O
(
u3
)
. (44)

С помощью (42) и (44) находим, что lnψ(t) =

−t2/2 +O
(
N−1/2

)
при любом фиксированном

t. Отсюда следует утверждение леммы в слу-
чае 0 < C2 6 n/N 6 C3 <∞.

Пусть n,N → ∞ так, что n/N → ∞,
n/N τ → 0. Используя (20), (22), (36), (37),
(39), получаем, что

Eν(1) =
n

N
(1 + o(1)),

Dν(1)=
τ

2
(2Γ(2−τ))

1

τ−1

(n
N

)
2τ−1

τ−1 (1+o(1)).
(45)

Пусть t фиксировано и u = t/
√
NDν(1). Учи-

тывая (45) и формулу Тейлора, нетрудно ви-
деть, что

ϕ (u) = 1+O

(
(N/n)1/2(τ−1)√

N

)
. (46)

С помощью (19), (20), (36) – (38) несложно по-
казать, что при z → 1

S1(z) = 1−2Γ(2−τ)(1−z)τ−1(1+o(1)),

S2(z) = τΓ(2−τ)(1−z)−(2−τ)(1+o(1)),

S3(z) = τΓ(3−τ)(1−z)−(3−τ)(1+o(1)).

(47)

Используя (18) – (20), (22), (35), (45) – (47), на-
ходим, что

1−λϕ (u) = (1−λ)(1+o(1)),

и справедливы следующие соотношения:

F
′

λ(ϕ (u)) = 1− 2Γ(2−τ)(1−λ)τ−1(1+o(1))

+O

(
(N/n)1/2(τ−1)√

N

)
= 1−N

n
(1+o(1)),

1− eiuF ′λ (ϕ (u)) =
N

n
(1+o(1)),

F
′′

λ (ϕ (u)) = S2(λϕ(u))(1+o(1))

= τΓ(2−τ)(1−λ)−(2−τ)(1+o(1))

=
τ

2
(2Γ(2−τ))

1

τ−1

( n
N

) 2−τ
τ−1

(1+o(1)),

(48)

F
′′′

λ (ϕ (u)) = S3(λϕ(u))(1+o(1))

= τΓ(3−τ)(1−λ)−(3−τ)(1+o(1))

=
τ(2−τ)

2
(2Γ(2−τ))

2

τ−1

(n
N

)
3−τ
τ−1 (1+o(1)).

С помощью соотношений (48) из (34) полу-
чаем равенство

(lnϕ (u))
′′′

= −iC13

( n
N

) 3τ−1

τ−1

(1 + o(1)) (49)

и по формуле Тейлора находим, что

lnϕ(u) = iuEν(1) − u2Dν(1)

2

+O

(
u3
( n
N

) 3τ−1

τ−1

)
.

(50)

Отсюда и из (42), (45) следует равенство

lnψ(t) = − t
2

2
+O

(
1

N

( n

N τ

)1/2(τ−1))
= − t

2

2
+ o(1).

Лемма 5. Пусть n,N → ∞ так, что
n/N τ → 0. Тогда для всех целых неотрица-
тельных l равномерно относительно uN =(
l −NEν(1)

)
/
√
NDν(1) в любом конечном

фиксированном интервале

P {νN = l} =
e−u

2
N/2

√
2πNDν(1)

(1 + o(1)).

Доказательство. С помощью равенств

2π
√
NDν(1)P {ν=l}=

π
√
NDν(1)∫

−π
√
NDν(1)

e−ituNψ(t)dt,

��
��
69



√
2πe−u

2
N/2 =

∞∫
−∞

e−ituN e−t
2/2dt

разность

RN=2π

(√
NDν(1)P {ν=l}−e

−u2
N/2

√
2π

)
(51)

можно представить в виде суммы RN = I1 +
I2 + I3 + I4, где

I1 =

A∫
−A

e−ituN
(
ψ(t)− e−t2/2

)
dt,

I2 = −
∫
|t|>A

e−ituN e−t
2/2dt,

I3 =

∫
A<|t|6ε

√
NDν(1)

e−ituNψ(t)dt,

I4 =

∫
ε
√
NDν(1)<|t|6π

√
NDν(1)

e−ituNψ(t)dt,

положительные постоянные A, ε будут выбра-
ны позднее.

В силу леммы 4 для любого фиксированно-
го A выполнено соотношение I1 → 0.

Для интеграла I2 справедлива оценка

|I2| 6 2

∞∫
A

e−t
2/2dt, (52)

и его можно сделать сколь угодно малым вы-
бором достаточно большого A.

Пусть n,N →∞ так, что n/N → 0, и пусть
A < |t| 6 ε

√
NDν(1). При достаточно малом

ε выполнено соотношение (41), с помощью ко-
торого находим, что

lnϕ

(
t√

NDν(1)

)
=

itEν(1)√
NDν(1)

− t2

2N

(
1 +O

(
λ|t|

√
N
(
Dν(1)

)3/2
))

.

Отсюда и из (13), (40) следует неравенство∣∣∣∣ϕ( t√
NDν(1)

)∣∣∣∣ 6 e−C1t2/N . (53)

С помощью (42), (53) получаем, что

|I3| 6 2

∞∫
A

e−C1t2dt, (54)

и интеграл I3 можно сделать сколь угодно ма-
лым выбором достаточно большого A.

Используя лемму 1 и (5), (6), (13), находим,
что

|ϕ(u)| =

∣∣∣∣∣eiup0F (λ)

(
1 +

eiuλp1
F (λ)

)

+
1

F (λ)

∞∑
k=3

eiuk

k

(
λ

F (λ)

)k−1
P {ηk = k + 1}

∣∣∣∣∣
6 1− λp1

p0
(1− cosu) + C2λ

2.

Следовательно, при ε 6 |u| 6 π

|ϕ(u)| 6 e−C3n/N , (55)

и с помощью (40), (42) получаем, что

|I4| 6 C4

√
ne−C3n → 0. (56)

Пусть n,N → ∞ так, что 0 < C5 6 n/N 6
C6 < ∞. Используя (43), (44), находим, что в
области интегрирования I3 выполнено соотно-
шение (53), с помощью которого и (42) полу-
чаем оценку (54). Следовательно, интеграл I3
можно сделать сколь угодно малым, выбрав A
достаточно большим. Для ε 6 |u| 6 π справед-
ливо неравенство

|ϕ (u)| 6 e−C7 . (57)

С помощью (42), (43), (57) несложно показать,
что

|I4| 6 C8

√
Ne−C7N

и I4 → 0 при N →∞.
Остается оценить интегралы I3, I4 в случае

n,N → ∞ так, что n/N → ∞, n/N τ → 0. Об-
ласть интегрирования I3 разобьем на две ча-
сти

S(1)=

{
A 6 |t|6 ε1

√
NDν(1)

(
N

n

) τ

τ−1

}
,

S(2)=

{
ε1

(
N

n

) τ

τ−1

<
|t|√

NDν(1)
6 ε

}
,

(58)

где ε1, ε могут быть сделаны сколь угодно ма-
лыми.

Пусть t ∈ S(1). Учитывая (45), по формуле
Тейлора находим, что для u = t/

√
NDν(1)

ϕ (u) = 1 +O

(
ε1

(
N

n

)1/(τ−1)
)
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и с помощью (22) несложно проверить, что

1− λϕ (u) = C9

(
N

n

)1/(τ−1)
(1 + o(1)).

Используя эти соотношения и (18), (19), (21),
(22), (34), (35), (47) получаем, что верны ра-
венства (48) – (50).

Из (45) и (50) следует, что

lnϕ

(
t√

NDν(1)

)
=

itEν(1)√
NDν(1)

− t2

2N
(1+O (ε1))

и при выборе достаточно малого ε1 справедли-
во неравенство∣∣∣∣ϕ( t√

NDν(1)

)∣∣∣∣ 6 e−C10t2/N . (59)

Учитывая (42), (45), (59), получаем, что∣∣∣I(1)3

∣∣∣ 6 2

∫
S(1)

e−C10t2dt 6 2

∞∫
A

e−C10t2dt. (60)

Следовательно, интеграл I
(1)
3 можно сделать

сколь угодно малым выбором подходящих ε1
и A.

Пусть t ∈ S(2). При достаточно малом ε

и u = t/
√
NDν(1) с помощью (18), (19), (21),

(29), (30) находим, что

f
(
eiu
)

= eiu (λ+ Γ(2− τ) (1− λ)τ (1 + o(1)))−1

×
(
λf
(
eiu
)

+ Γ(2−τ)
(
1−λf

(
eiu
))τ

(1+o(1))
)
.

Отсюда получаем равенство

f
(
eiu
)

=
Γ(2−τ)

(
1−λf

(
eiu
))τ

(1+o(1))

1−eiu+Γ(2−τ) (1−λ)τ (1+o(1))
,

и, представив f
(
eiu
)
в виде f

(
eiu
)

= 1−α(u),
можно показать, что

1−α(u) =
(1+λα(u)/(1−λ))τ (1+o(1))

1+ (1−eiu) (1+o(1))/Γ(2−τ)(1−λ)τ
.

Логарифмируя последнее равенство и учиты-
вая, что α(u) можно сделать сколь угодно ма-
лым выбором ε, получаем соотношение

τ ln

(
1+

λα(u)

1−λ

)
=ln

(
1+

(
1−eiu

)
(1+o(1))

Γ(2−τ)(1−λ)τ

)
+o(1).

Отсюда следует, что

α(u) = (1− λ)(1 + o(1))

×

−1+

(
1+

(
1−eiu

)
(1+o(1))

Γ(2−τ)(1−λ)τ

)1/τ
 .

Обозначим

ϕ = arg

(
1+

(
1−eiu

)
(1+o(1))

Γ(2−τ)(1−λ)τ

)
.

Тогда

α(u) = (1− λ)(1 + o(1))

×

(
−1+

(
1+

u2

(1−λ)2τ
(1+o(1))

Γ2(2−τ)

)1/2τ

×
(

cos
ϕ

τ
+ i sin

ϕ

τ

))
.

Отсюда находим, что

f
(
eiu
)

= 1−
(
|u|

1

τ q
(

cos
ϕ

τ
+i sin

ϕ

τ

)
− (1−λ)

)
(1 + o(1)),

(61)

где

q =

(
(1−λ)2τ

u2
+

(1+o(1))

Γ2(2−τ)

)1/2τ

. (62)

Учитывая (22), нетрудно видеть, что в об-
ласти S(2) справедливы неравенства

C11 <
|u|

(1−λ)τ
6 C12

( n
N

)τ/(τ−1)
.

Отсюда и из (62) следует, что

0 < C13 6 q 6 C14 <∞,

и поскольку, как несложно проверить,

tgϕ = −

(
Γ(2−τ)

(1−λ)τ

u
+
u

2

)−1
(1+o(1)), (63)

выполнено неравенство

cos(ϕ/τ) > C15 > 0.

С помощью этих соотношений из (61) и ра-
венства ϕ(u) = f

(
eiu
)
получаем, что

|ϕ(u)|2 = 1− 2q|u|
1

τ cos
ϕ

τ
(1 + o(1))

+ 2(1− λ)(1 + o(1)).
(64)

Если |u|/(1− λ)τ →∞, то из (64) легко по-
лучить неравенство

|ϕ(u)|2 6 1− C16|u|1/τ 6 e−C16|u|1/τ . (65)
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Пусть C17 < |u|/(1 − λ)τ 6 C18 < ∞. Рас-
смотрим разность

β(u) = q cos
ϕ

τ
− 1− λ
|u|1/τ

.

Положим,

tgx =
|u|

Γ(2− τ)(1− λ)τ
.

Очевидно, что 0 < C19 6 x 6 C20 < π/2. Ис-
пользуя (62) и (63), находим, что

β(u) =
1−λ
|u|1/τ

((
1+tg2x(1+o(1))

) 1

2τ cos
x

τ
− 1
)

=
1− λ

(|u| cosx)1/τ

(
cos

x

τ
− (cosx)1/τ + o(1)

)
.

С помощью формулы Тейлора можно пока-
зать, что справедливы неравенства

cos
x

τ
−(cosx)1/τ >

x2

2τ2

(
τ−1−τx

2

12

)
> C21>0.

Следовательно, β(u) > C22, и из (64) получаем
(65).

С помощью (42), (45), (65) находим, что∣∣∣I(2)3

∣∣∣ 6 2

∫
S(2)

|ψr(t)| dt

(66)

6 C23

( n

N τ

) 2τ−1

2(τ−1)

N τexp

{
−C24

(
N τ

n

) 1

τ−1

}
.

Несложно показать, что если n/N → ∞,
n/N τ → 0, то найдется такое y, 1 < y < τ ,
что 0 < C25 < n/Ny < C26 <∞. Тогда∣∣∣I(2)3

∣∣∣ 6 C23

( n

N τ

) 2τ−1

2(τ−1)

(67)

× exp

{
−
(
N τ

n

) 1

τ−1
(
C24 −

C27 lnN

N (τ−y)/(τ−1)

)}
и I(2)3 → 0. Из оценок I(1)3 , I

(2)
3 следует, что ин-

теграл I3 можно сделать сколь угодно малым,
выбрав A достаточно большим.

При ε 6 |u| 6 π, учитывая соотношение
λ→ 1, нетрудно видеть, что справедливо нера-
венство (57). С помощью (42), (45), (57) полу-
чаем, что

|I4| 6 C28

( n

N τ

) 2τ−1

2(τ−1)

N τe−C29N → 0. (68)

Из полученных оценок интегралов I1 – I4 и
равенства (51) следует утверждение леммы.

Обозначим через ψr(t) характеристи-
ческую функцию случайной величины(
νr,N −NEν(1)

)
/
√
NDν(1). Используя (11),

несложно показать, что

ψr(t) = (1−Pr)−Nψ(t)

(
1−ϕ−1

(
t√

NDν(1)

)
(69)

×
∞∑
k=1

exp

{
it(k+r+1)√
NDν(1)

}
P
{
ν(1)=k+r+1

})N
.

Лемма 6. Пусть n,N→∞ так, что n/N→0,
NPr−1 > C > 0, NPr/ lnn = O(1), или вы-
полнены условия леммы 3. Тогда равномерно
относительно t в любом конечном интервале

ψr(t)→ e−t
2/2.

Доказательство. Пусть n,N→∞ так, что
n/N→0, NPr−1 > C > 0, NPr/ lnn = O(1).
Учитывая (40), (69) и лемму 4, получаем, что
при любом фиксированном t

ψr(t) = (1−Pr)−N e−t
2/2(1 + o(1))

×
(

1−Pr+o
(

1

N

)
−Q(t)(1 + o(1))

)N
,

(70)

где

Q(t) =

∞∑
k=1

(
exp

{
it(k + r + 1)√

NDν(1)

}
− 1

)
×P

{
ν(1) = k + r + 1

}
.

(71)

Поскольку
∣∣eix − 1

∣∣ < |x|, выполнено соот-
ношение

Q(t) 6
|t|√

NDν(1)
(r + 2)P

{
ν(1) = r + 2

}
×
∞∑
k=1

k + r + 1

r + 2

P
{
ν(1) = k + r + 1

}
P
{
ν(1) = r + 2

} .

С помощью леммы 1 и равенств (5) несложно
показать, что

Q(t) 6
|t|√

NDν(1)
(r + 2)P

{
ν(1) = r + 2

}
×
∞∑
k=1

(
λ

F (λ)

)k−1 P {ηk+r+1 = k + r}
P {ηr+2 = r + 1}

.

Учитывая (13), (15), (40), отсюда находим, что
при любом r выполнено неравенство

|Q(t)| 6 C1|t|rPr√
n

. (72)
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При фиксированных t, r из (72) и условия
NPr/ lnn = O(1) следует соотношение

Q(t) = o(1/N). (73)

Используя лемму 1 и равенства (5), (15),
находим, что

Pr=

(
λ

F (λ)

)r+1 P {ηr+2=r+1}
(r+2)F (λ)

(1+o(1)). (74)

Пусть r → ∞. С помощью (6), (13), (16),
(25), (74) получаем соотношение

Pr =

(
n

Np1

)r+1 C2(1 + o(1))

r1+1/τ
→ 0. (75)

Аналогично можно показать, что

Pr−1 =

(
n

Np1

)r C3(1 + o(1))

r1+1/τ
.

С помощью этого соотношения и NPr−1>C>0
находим, что

r 6 C4 lnn/ ln(N/n). (76)

Из (72), (76) и условия NPr/ lnn = O(1) сле-
дует (73). Учитывая (70), (73), (75), получаем
утверждение леммы.

Пусть выполнены условия леммы 3. Ис-
пользуя (45), (69) и леммы 3 и 4, получаем,
что при любом фиксированном t

ψr(t) = e−t
2/2

(
1−Q(t)+o

(
1

N
+Q(t)

))N
, (77)

где Q(t) определено в (71). С помощью лем-
мы 1 и (9), (16), (24), (25), (71) находим, что

|Q(t)| 6 C5√
NDν(1)

∞∑
k=1

(r + k)−1/τe−(r+k)β.

Отсюда и из (27), (28), (45) получаем неравен-
ство

|Q(t)| 6 C6(N/n)(2τ−1)/2(τ−1)

βr1/τerβ
√
N

,

при этом, учитывая условия леммы 3, неслож-
но показать, что(

βr1/τerβ
)−1

6
C7 ln (N τ/n)

N(N/n)τ/(τ−1)
.

Следовательно, Q(t) = o(1/N), и из (77) полу-
чаем утверждение леммы.

Лемма 7. Пусть выполнены условия лем-
мы 6. Тогда для всех целых неотрица-
тельных l равномерно относительно uN =(
l −NEν(1)

)
/
√
NDν(1) в любом конечном

фиксированном интервале

P {νr,N = l} =
e−u

2
N/2

√
2πNDν(1)

(1 + o(1)).

Доказательство. Используя формулу обра-
щения, разность

RN =2π

(√
NDν(1)P {νr,N=l}−e

−u2
N/2

√
2π

)
(78)

можно представить в виде суммы RN = I1 +
I2 + I3 + I4, где

I1 =

A∫
−A

e−ituN
(
ψr(t)− e−t

2/2
)
dt,

I2 = −
∫
|t|>A

e−ituN e−t
2/2dt,

I3 =

∫
A<|t|6ε

√
NDν(1)

e−ituNψr(t)dt,

I4 =

∫
ε
√
NDν(1)<|t|6π

√
NDν(1)

e−ituNψr(t)dt,

положительные постоянные A, ε будут выбра-
ны позднее.

В силу леммы 6 для любого фиксирован-
ного A справедливо соотношение I1 → 0. Для
интеграла I2 выполнено (52), и этот интеграл
можно сделать сколь угодно малым выбором
достаточно большого A.

Оценим интегралы I3, I4 в случае, когда
N,n → ∞ так, что n/N → 0, NPr−1 > C > 0,
NPr/ lnn = O(1). Пусть A < |t| < ε

√
NDν(1).

С помощью (42), (53), (69) при достаточно ма-
лом ε и NPr = O(1) получаем, что

|ψr(t)| 6 C1e
−C2t2 . (79)

Следовательно,

|I3| 6 2C1

∞∫
A

e−C2t2dt,

и выбором достаточно большого A интеграл I3
можно сделать сколь угодно малым.

Пусть NPr → ∞. При t/
√
NDν(1) → 0 с

помощью (42), (53), (69), (74), (75) находим,
что

|ψr(t)|6e−C3t2
(

1+
C4|t|Pr√
NDν(1)

+C5Q(t)

)N
, (80)
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где Q(t) определено в (71).
При фиксированных r область интегриро-

вания I3 разобьем на две части

S(1) =
{
A < |t| <

√
NDν(1)/ lnn

}
,

S(2) =
{√

NDν(1)/ lnn 6 |t| < ε
√
NDν(1)

}
.

Учитывая (40), (72) и соотношение
NPr/ lnn = O(1), нетрудно видеть, что для
t ∈ S(1) справедливы соотношения

|t|Pr√
NDν(1)

, |Q(t)| = O

(
1

N

)
.

Отсюда и из (80) следует (79) и∣∣∣I(1)3

∣∣∣ 6 2

∫
S(1)

|ψr(t)| dt 6 C6

∞∫
A

e−C7t2dt. (81)

При |t|/
√
NDν(1) < ε и достаточно малом ε

с помощью (40), (42), (53), (69) получаем, что

|ψr(t)| 6 (1−Pr)−N
(
e−C8t2/N + Pr

)N
6 exp

{
−C8t

2 + C9NPr
}
.

(82)

Учитывая соотношения NPr/ lnn = O(1),
(40) и (82), для t ∈ S(2) находим, что

|ψr(t)| 6 e−C10n/ ln
2 n

и, следовательно,∣∣∣I(2)3

∣∣∣62

∫
S(2)

|ψr(t)| dt6C11

√
ne−C10n/ ln

2 n → 0.

Отсюда и из (81) получаем, что интеграл I3
можно сделать сколь угодно малым, выбрав
подходящие A, ε.

При r → ∞ область интегрирования I3
разобьем на две части

S(1) =
{
A < |t| <

√
NDν(1) ln(N/n)/ ln2 n

}
,

S(2) =
{

ln(N/n)/ ln2 n 6 |t|/
√
NDν(1) < ε

}
.

Заметим, что в соответствии с (76) выполнено
соотношение lnn/ ln(N/n)→∞.

Нетрудно видеть, что в области S(1) спра-
ведливо |t|Pr/

√
NDν(1) = o(1/N), а из (72),

(76) находим, что Q(t) = O(1/N). Отсюда и
из (80) получаем (79), и, следовательно, име-
ет место оценка (81). При t ∈ S(2), учиты-
вая соотношения NPr/ lnn = O(1), (40) и (82),
несложно показать, что

|ψr(t)| 6 exp
{
−C12t

2 + C13NPr
}

6 exp
{
−C14n ln2(N/n)/ ln4 n

}
.

Тогда∣∣∣I(2)3

∣∣∣ 6 √n exp
{
−C14n ln2(N/n)/ ln4 n

}
→ 0.

Отсюда и из (81) следует, что интеграл I3 мож-
но сделать сколь угодно малым, выбрав под-
ходящие A, ε.

Пусть ε 6 |t|/
√
NDν(1) 6 π. С помощью

(42), (55), (69), (75) и соотношенияNPr/ lnn =
O(1) можно показать, что

|ψr(t)|6(1−Pr)−N
(
e−C15n/N+Pr

)N
6e−C16n

и имеет место оценка (56).
Пусть выполнены условия леммы 3. Об-

ласть интегрирования I3 разобьем на две ча-
сти в соответствии с (58). В области S(1) с по-
мощью (42), (45), (59), (69) и леммы 3 нахо-
дим, что |ψr(t)| 6 C17e

−C18t2 и с точностью
до константы справедливо (60). В области S(2)

выполнено соотношение (65). Используя (42),
(45), (65), (69) и лемму 3, несложно показать,
что

|ψr(t)| 6 C19e
−C20N |u|1/τ 6 e−C21(Nτ/n)1/(τ−1)

,

и, учитывая (45), получаем, что справедливы
неравенства (66), (67), откуда следует соотно-
шение I(2)3 → 0. Отсюда и из (60) находим, что
I3 можно сделать сколь угодно малым выбо-
ром достаточно большого A.

При ε 6 |t|/
√
NDν(1) 6 π справедливо

неравенство (57). С помощью (42), (45), (57),
(69) и леммы 3 можно показать, что выполне-
но (68).

Утверждение леммы следует из получен-
ных оценок интегралов I1 – I4 и равенства
(78).

Теперь можем доказать теоремы 1, 2.
Пусть выполнены условия теоремы 1. Из

леммы 2 следуют соотношения

NPr−1 →∞, NPr → γ. (83)

Аналогично равенствам (15), (16) можно по-
казать, что

NPr+1 = NP
{
ν(1) = r + 3

}
(1 + o(1))

= C1
n

N
NPr(1 + o(1)).

Отсюда и из (83) следует соотношение

NPr+1 → 0.
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С помощью этого соотношения, (12), (40), (83)
и лемм 5, 7 нетрудно показать, что

P {η(F) 6 r + 1} → e−γ ,

P {η(F) 6 r + 2} → 1.
(84)

Покажем, что P {η(F) 6 r} → 0. Учитывая
лемму 5 и соотношения (12), (40), находим, что
если NPr−1/ lnn > C2 > 1/2, то

P {η(F) 6 r + 1} 6 (1− Pr−1)N

P {νN = n+N}
6 C3 exp {−NPr−1 + (lnn)/2}
6 C3 exp {−C4NPr−1} → 0.

Если NPr−1/ lnn 6 1/2, то, используя леммы
5, 7 и соотношения (12), (83), получаем, что

P {η(F)6r + 1} = (1−Pr−1)N (1+o(1))→ 0.

Отсюда и из (84) следует утверждение теоре-
мы 1.

Утверждение теоремы 2 несложно полу-
чить из соотношений (12), (39) и лемм 3, 5, 7.

Финансовое обеспечение исследований осу-
ществлялось из средств федерального бюдже-
та на выполнение государственного задания
КарНЦ РАН (Институт прикладных мате-
матических исследований КарНЦ РАН).
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