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Рассматривается случайный конфигурационный граф с N вершинами, степени
которых независимы и одинаково распределены по степенному закону с пара-
метром τ = τ(N). Свойства этого графа зависят от значения параметра τ . Эти
значения можно разбить на три области: τ > 2, τ ∈ (1, 2), τ < 1, в каждой
из которых структура графа сходна при всех значениях τ , но резко отличает-
ся от структуры в двух других областях. Это значит, что значения τ = 2 и
τ = 1 являются критическими точками. Важнейшей характеристикой графа
является число ребер. Его предельные распределения при N →∞ и фиксиро-
ванных τ также различны в указанных трех областях. Поэтому актуальным
является исследование поведения числа ребер в переходных ситуациях при τ ,
изменяющихся в окрестностях критических точек. В статье найдены локаль-
ные предельные распределения числа ребер графа при τ → 2, τ → 1, а также
при τ →∞.

К люч е вы е c л о в а: случайный конфигурационный граф; число ребер;
локальные предельные теоремы; критические точки.

Yu. L. Pavlov, E. V. Feklistova. LIMIT BEHAVIOUR OF THE
NUMBER OF EDGES IN A CONFIGURATION RANDOM
GRAPH NEAR CRITICAL POINTS
We consider a configuration random graph with N vertices, whose degrees are
independent and identically distributed according to power-law distribution with
the parameter τ = τ(N). The properties of this graph depend on the value of the
parameter τ . These values can be grouped into three zones: τ > 2, τ ∈ (1, 2),
τ < 1, in each of which the structure of the graph is similar for all values of τ , but
differs greatly from the structure in the other two zones. This means that the values
τ = 2 and τ = 1 are critical points. The most important characteristic of a graph
is the number of edges. Limit distributions of this characteristic also differ between
these three zones as N → ∞ and τ is fixed. It is therefore important to study the
behavior of the number of edges in transitional situations when τ changes in the
neighborhood of the critical points. In this paper the local limit distributions of the
number of edges of a graph as τ → 2, τ → 1, and also as τ →∞ were obtained.

K e y wo r d s: configuration random graph; number of edges; local limit theorems;
critical points.
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Введение
Конфигурационные графы со случайны-

ми степенями вершин в последние десятиле-
тия широко используются для моделирования
сложных сетей коммуникаций, таких, как Ин-
тернет, системы мобильной связи и т. д. (см.,
например, [5, 8]). Кроме того, недавно пред-
ложено использовать такие графы для опи-
сания динамики развития лесных пожаров и
банковских кризисов [1, 3]. Конфигурацион-
ные графы конструируются в два этапа. На
первом этапе определяются степени всех вер-
шин, которые рассматриваются как независи-
мые одинаково распределенные случайные ве-
личины. Степень каждой вершины равна чис-
лу выходящих из нее «полуребер», т. е. ребер,
инцидентных данной вершине, но для кото-
рых смежные вершины еще не определены. В
рассматриваемых моделях считается, что все
полуребра графа, как и вершины, различны
(занумерованы). На втором этапе построения
графа полуребра случайным образом попарно
соединяются для образования ребер, при этом
для большинства сетей достаточно предполо-
жить, что такие соединения происходят рав-
новероятно.

Пусть N означает общее число вершин в
графе, а ξ1, ξ2, . . . , ξN – случайные величи-
ны, равные степеням вершин 1, . . . , N соответ-
ственно. Обозначим

pk = P{ξi = k}, k = 1, 2, . . . , i = 1, . . . , N. (1)

Многочисленные наблюдения за реальными
сетями показали, что для больших значений
k число узлов, имеющих k связей, пропорцио-
нально k−(τ+1), где τ – положительный пара-
метр, в большинстве случаев принадлежащий
интервалу (1, 2) [6, 8, 10]. Это значит, что при
k →∞ мы можем считать, что

pk ∼ h(k)/kτ+1, (2)

где h(k) – медленно меняющаяся функция.
Проведенные исследования показали, что при
больших N структура и динамика разви-
тия случайного графа практически полностью
определяется свойством (2) и не зависит от ве-
роятностей pk для небольших значений k и от
вида функции h(k). Это дает возможность вы-
бора распределения степеней вершин (1) наи-
более удобным для изучения графов способом.

Мы будем рассматривать модель случайно-
го конфигурационного графа, предложенную
в [10] и удовлетворяюшую перечисленным вы-
ше условиям. В этой модели предполагается,
что

P{ξi > k} =
1

kτ
, i = 1, . . . , N (3)

или, что эквивалентно,

pk = k−τ − (k + 1)−τ , k = 1, 2, . . . , (4)

Легко проверить, что при k →∞

pk ∼ τk−(τ+1) (5)

и, следовательно, условие (2) выполнено. За-
метим еще, что при τ > 1

Eξi = ζ(τ) =

∞∑
k=1

k−τ , (6)

где ζ(τ) – значение дзета-функции Римана в
точке τ ,

Dξi = σ2 = 2ζ(τ − 1)− ζ(τ)− ζ2(τ), (7)

а при τ 6 1 сумма ряда (6) равна бесконечно-
сти.

Обозначим ζN сумму степеней всех вер-
шин графа. Поскольку такая сумма должна
быть четным числом, в противном случае в
граф вводится вспомогательная дополнитель-
ная вершина единичной степени. Ясно, что
введение такой вершины не влияет на асимп-
тотическое поведение графа. Таким образом,
ζN = ξ1 + · · ·+ ξN в случае четной суммы сте-
пеней и ζN = ξ1+· · ·+ξN+1 иначе. Далее полу-
ребра равновероятно соединяются, формируя
ребра. Ниже рассматривается предельное по-
ведение ζN при N → ∞, которое очевидным
образом определяет асимптотику числа ребер
графа, которое равно ζN/2.

В статье [11] получены локальные предель-
ные теоремы для ζN при N → ∞ и всех воз-
можных фиксированных значений τ . Справед-
ливы следующие результаты.
Теорема 1. Пусть N →∞, τ > 2. Тогда

sup
n

∣∣∣∣σ√NP{ζN = n} − 1√
2π
e−

(n−Nζ(τ))2

2σ2N

∣∣∣∣→ 0.

Теорема 2. Пусть N →∞, τ = 2. Тогда

sup
n

∣∣∣√2πN lnNP{ζN = n} − e−
(n−Nζ(τ))2

2N lnN

∣∣∣→ 0.

Теорема 3. Пусть N →∞, τ ∈ (1, 2). Тогда

sup
n

∣∣∣∣N1/τP{ζN = n} − g
(
n−Nζ(τ)

N1/τ

)∣∣∣∣→ 0,

где g(x) – плотность устойчивого распреде-
ления с параметром τ и характеристической
функцией

f(t) =exp
{
−Γ(1− τ)|t|τ

(
1− i t

|t|
tg
πτ

2

)
× cos

πτ

2

}
,

(8)

Γ(x) – значение гамма-функции в точке x.
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Теорема 4. Пусть N →∞, τ = 1. Тогда

sup
n
|NP{ζN = n} − g((n−N lnN)/N)| → 0,

где g(x) – плотность устойчивого распреде-
ления с характеристической функцией

f(t) = exp
{
−π|t|

2

(
1 +

2it ln |t|
π|t|

)}
. (9)

Теорема 5. Пусть N →∞, τ ∈ (0, 1). Тогда

sup
n

∣∣∣N1/τP{ζN = n} − g(n/N1/τ )
∣∣∣→ 0,

где g(x) – плотность устойчивого распреде-
ления с параметром τ и характеристической
функцией (8).

Приведенные теоремы подтверждают из-
вестный факт (см. [10]), что свойства графа
существенно зависят от значения параметра
τ распределения (4). В частности, эти значе-
ния можно разбить на три области: τ > 2,
τ ∈ (1, 2), τ < 1, в каждой из которых структу-
ра графа сходна при всех значениях τ , однако
резко отличается от структуры в двух других
областях. Таким образом, значения парамет-
ра τ = 2 и τ = 1 можно назвать критически-
ми точками или точками фазового перехода. В
связи с этим актуальной является задача ис-
следования предельного поведения ζN в случа-
ях, когда параметр τ не фиксирован, а зависит
от N и при N →∞ сближается с критически-
ми точками.

Основные результаты

Ниже доказаны локальные предельные тео-
ремы для сумм ζN при τ → 1 и при τ → 2.
Справедливы следующие результаты.

Теорема 6. Пусть N → ∞, τ = 2 + yN ,
yN → 0, 0 < γ < ∞, а последовательность
BN выбрана так, что

BN =



σ
√
N, yN lnN →∞;

σ
√
N(1− e−γ/2), yN lnN → γ;√

N lnN, yN lnN → 0;√
2N
yN

(1− eγ/2), yN lnN → −γ;(
−2N
yN

)1/τ
, yN lnN → −∞.

(10)
Тогда

sup
n

∣∣∣∣BNP{ζN = n} − 1√
2π
e
− (n−Nζ(τ))2

2B2
N

∣∣∣∣→ 0.

Теорема 7. Пусть N → ∞, τ = 1 + yN ,
yN → 0. Тогда

sup
n

∣∣∣∣N1/τP{ζN = n} − g
(
n−NS(N)

N1/τ

)∣∣∣∣→ 0,

где

S(N) =NyN/τ
(
ζ(τ) + Γ(−yN ) + y−1N + c

)
− y2N − c,

(11)

c – постоянная Эйлера (c = 0, 57721 . . .),
g(x) – плотность устойчивого распределения
с характеристической функцией (9).

Представляет интерес также предельное
поведение распределения суммы ζN при τ →
∞.
Теорема 8. Пусть N, τ → ∞ так, что
N/8τ →∞. Тогда

sup
n

∣∣∣∣σ√NP{ζN = n} − 1√
2π
e−

(n−Nζ(τ))2

2σ2N

∣∣∣∣→ 0.

Вспомогательные утверждения
Ниже будут получены леммы 1–3 о слабой

сходимости распределений суммы ζN к соот-
ветствующим предельным законам, а затем с
помощью этих лемм доказываются теоремы 6–
8. Заметим еще, что в теореме 7 при выполне-
нии условия yN lnN → γ,−∞ < γ <∞, выра-
жение S(N) имеет более простой вид:

S(N) = NyN/τ/yN + y−2N + c(eγ − 1).

Это следует из (11), разложения Γ(−yN ) в
окрестности нуля [2, 7]:

Γ(−yN ) = −y−1N − c+ E(yN ), (12)

где E(yN ) – степенной ряд такой, что E(yN ) =
O(yN ), а также из того, что дзета-функция Ри-
мана при достаточно близких к единице зна-
чениях аргумента s имеет вид [2]:

ζ(s) =
1

s− 1
+ c+D(s), (13)

где

D(s) =

∞∑
k=1

(−1)k

k!
γk(s− 1)k, (14)

γk – постоянные Стирлинга.
Лемма 1. Пусть N →∞, τ = 2+yN , yN → 0,
а последовательности BN определены в (10).
Тогда

P{(ζN −Nζ(τ))/BN < x} → Φ(x),

где Φ(x) – функция распределения стандарт-
ного нормального закона.
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Доказательство. Пусть ψ(t) означает ха-
рактеристическую функцию случайной вели-
чины (ζN − Nζ(τ))/BN . Тогда по теореме
непрерывности нам достаточно показать, что

ψ(t) = ϕN (t/BN )e
− itNζ(τ)

BN → e−t
2/2, (15)

где ϕ(t) – характеристическая функция ξ1.
Из (4) нетрудно получить, что

ϕ(t) = 1− Φ(eit, τ, 1)(1− eit), (16)

где Φ(z, τ, a) =
∞∑
j=0

zj

(j+a)τ – трансцендентная

функция Лерча [9]. Известно [2], что при до-
статочно малых t справедливо представление:

Φ(eit, τ, 1) =e−it(ζ(τ) + Γ(1− τ)(−it)τ−1

+ ζ(τ − 1)it+H(t)),
(17)

где

H(t) =

∞∑
k=2

ζ(τ − k)

k!
(it)k, (18)

здесь значения дзета-функции от аргумента,
меньшего единицы, понимаются в смысле
аналитического продолжения.
Отсюда и из (16) следует, что при t→ 0

ϕ(t) =1 + itζ(τ)− t2ζ(τ − 1) + t2ζ(τ)/2

− Γ(1− τ)(−it)τ +O(t3).

Поэтому при N →∞ и любом фиксированном
t

ψ(t) =

[
1 +

itζ(τ)

BN
− t2ζ(τ − 1)

B2
N

+
t2ζ(τ)

2B2
N

−Γ(1− τ)

(
− it

BN

)τ
+O

(
t3

B3
N

)]N
× exp{−itNζ(τ))/BN}.

(19)

Используя (13) и известное [4] соотношение
Γ(−1 − yN ) = Γ(1 − yN )/(yN (1 + yN )), из (19)
находим, что

lnψ(t) =
Nt2ζ2(τ)

2B2
N

− Nt2

B2
NyN

+
Nt2ζ(τ)

2B2
N

+
NΓ(1− yN )

yN (1 + yN )

t2

B2
N

(
− it

BN

)yN
+O

(
Nt3

B3
N

)
.

(20)

Теперь мы можем рассмотреть отдельно
предельное поведение выражения (20) во всех

случаях, указанных в (10). Учитывая, что в
рассматриваемых условиях Γ(1 − yN ) → 1,
а также (7) и (13), получаем, что lnψ(t) →
−t2/2, откуда и вытекает (15).
Лемма 1 доказана.

Обозначим ψ1(t) характеристическую
функцию суммы (ζN − NS(N))/N1/τ , где ве-
личина S(N) определена в (11).

Лемма 2. Пусть N →∞, τ = 1+yN , yN → 0.
Тогда ψ1(t)→ exp

{
−π

2 |t|
(

1 + i t|t|
2
π ln |t|

)}
.

Доказательство. Используя (12) и (13),
получаем, что

ζ(τ)+Γ(1− τ)(−it)yN = y−1N + c+D(τ)

+ (−y−1N − c+ E(yN ))|t|yN
× exp{−iyN (sgn t)π/2}.

Отсюда и из (17) следует, что при достаточно
малых t

Φ(eit, τ, 1) = (1− it+G(t)) [(1− |t|yN )

×(y−1N + c) +D(τ) + E(yN )

+(−y−1N − c+ E(yN ))|t|yN

×
∞∑
k=1

(−iyN (sgn t)π/2)k/k! + ζ(τ − 1)it

+H(t)] ,

(21)

где

G(t) =

∞∑
k=2

(−it)k/k! (22)

Раскрывая скобки в (21) из (16), нетрудно
найти, что при t→ 0

ϕ(t) = 1 + it(1− |t|yN )(y−1N + c) + itD(τ)

+ itE(yN ) + it(−y−1N − c+ E(yN ))

× |t|yN
∞∑
k=1

(−iyN (sgn t)π/2)k/k! +R(t),

(23)

где для остаточного члена R(t) справедливо
соотношение:

R(t/N1/τ ) = o(1/N). (24)

Нетрудно видеть, что
∞∑
k=1

(−iyN (sgn t)π/2)k/k! = −(sgn t)i

×
∞∑
s=1

(−1)s−1(πyN/2)2s−1/(2s− 1)!

−
∞∑
s=1

(πyN/2)2s/(2s)!

(25)
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Заметим, что при фиксированных t

N |t/N1/τ |1+yN (−y−1N − c+ E(yN ))

×
∞∑
s=1

(−1)s−1(πyN/2)2s−1/(2s− 1)!

= π|t|/2 + o(1),

(26)

но

− it|t|yN (−y−1N − c+ E(yN ))

×
∞∑
s=1

(πyN/2)2s/(2s)! = o(1).
(27)

Легко проверить справедливость следую-
щих соотношений:

itN1−1/τ (1− |t/N1/τ |yN )

= it(NyN/τ − 1) + o(1),
(28)

itN1−1/τ (1− |t|yN/N1/τ )/yN

= it(NyN/τ/yN − y−2N + ln |t|+ o(1)).
(29)

Собирая вместе (23)–(29) и учитывая (12),
(13), (14), находим, что

lnϕN (t/N1/τ ) = −π
2
|t|
(

1 + i
t

|t|
2

π
ln |t|

)
+ it

[
NyN/τ

(
ζ(τ) + Γ(−yN ) + y−1N + c

)
−y−2N − c

]
+ o(1).

Отсюда следует, что

ϕN
(

t

N1/τ

)
exp
{
− itNS(N)

t1/τ

}
→ exp

{
−π

2
|t|
(

1 + i
t

|t|
2

π
ln |t|

)}
,

(30)

откуда следует утверждение леммы 2.

Лемма 3. Пусть N, τ →∞,так, что N/8τ →
∞. Тогда P{(ζN−Nζ(τ))/(σ

√
N) < x} → Φ(x).

Доказательство. Для характеристической
функции ϕ(t) случайной величины ξ1 при t→
0 справедливо разложение:

ϕ(t) =1 + itEξ1 − t2(σ2 + E2ξ1)/2

+O(t3Eξ31).
(31)

Из (4) нетрудно получить, что

Eξ31 = 3ζ(τ − 2)− 3ζ(τ − 1) + ζ(τ),

поэтому, учитывая (6) и (7), из (31) нахо-
дим, что для определенной в (15) характери-
стической функции ψ(t) случайной величины
(ζN −Nζ(τ))/(σ

√
N) справедливо равенство:

ψ(t) =

[
1 +

iζ(τ)t

σ
√
N
− (σ2 + ζ2(τ))

t2

2σ2N

+O

(
1

σ3N
√
N

)]N
e−

itNζ(τ)

σ
√
N .

Логарифмируя это выражение, легко полу-
чить соотношение (15), что и доказывает
лемму 3.

Доказательства теорем

Доказательство теоремы 6. По формуле
обращения

(2π)−1/2e−z
2
N/2

= (2π)−1
∞∫
−∞

exp{−itzN − t2/2} dt,
(32)

BNP{ζN = n}

=
1

2π

πBN∫
−πBN

e−itzN
(
ϕ∗
(

t

BN

))N
dt,

(33)

где zN = (n−NζN (τ))/BN и
ϕ∗(t) = ϕ(t)exp{−itζ(τ)}.

Рассмотрим разность

RN = 2π
(
BNP{ζN = n} − (2π)−1/2e−z

2
N/2
)
.

Из (32) и (33) следует, что эту разность можно
представить в виде суммы

RN = I1 + I2 + I3 + I4,

где

I1 =

A∫
−A

e−itzN
(

(ϕ∗ (t/BN ))N − e−t2/2
)
dt,

I2 = −
∫
|t|>A

exp{−itzN − t2/2} dt,

I3 =

∫
A6|t|6εBN

e−itzN (ϕ∗ (t/BN ))N dt,

I4 =

∫
εBN6|t|6πBN

e−itzN (ϕ∗ (t/BN ))N dt,
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а положительные постоянные A и ε будут вы-
браны позднее.

Легко видеть, что для доказательства тео-
ремы достаточно убедиться, что RN стремится
к нулю при N →∞.

Из леммы 1 видно, что I1 → 0. Для инте-
грала I2 справедлива оценка:

|I2| 6
∫
|t|>A

e−t
2/2 dt,

поэтому I2 можно сделать сколь угодно малым
выбором достаточно большого A. Ясно, что

|I4| 6 BN

∫
ε6|t|6π

|ϕ(t)|N dt.

Известно, что для любого ε > 0 при ε 6 |t| 6 π
существует такое число C > 0, что
|ϕ(t)| 6 e−C , поэтому

|I4| 6 BN

∫
ε6|t|6π

|ϕ(t)|N dt 6 BNe
−CN (π − ε).

Отсюда и из (7), (10), (13) нетрудно получить,
что I4 → 0.

Нам осталось рассмотреть интеграл I3.
Оценим этот интеграл отдельно для пяти слу-
чаев выбора BN , указанных в условиях теоре-
мы. Представим I3 в виде суммы I3 = I′3 + I′′3,
где области интегрирования слагаемых соот-
ветственно равны:

S′ = {t : A < |t| 6 DN},
S′′ = {t : DN < |t| 6 εBN},

а границыDN в каждом случае задаются свои.
В первом случае BN = σ

√
N, yN lnN →

∞, а DN = e−C1/yNσ
√
N , здесь и далее сим-

волы C1, C2, . . . означают некоторые положи-
тельные постоянные.

Пусть t ∈ S′. Используя (7) и (13), нетрудно
показать, что

σ2 = 2y−1N + 2c− ζ(2)− ζ2(2), (34)

поэтому

−t2/(σ2yN ) ∼ −t2/2. (35)

Известно [2,7], что при yN → 0

Γ(1− yN ) = 1 + cyN + o(yN ). (36)

Кроме того, в области S′ справедливо неравен-
ство: | − it/(σ

√
N)|yN < e−C1 < 1, поэтому из

(36) выводим, что∣∣∣exp{− Γ(1− yN )

yN (1 + yN )

t2

σ2

(
− it

σ
√
N

)yN}∣∣∣
6 edt

2/2,

(37)

где d < 1. Нетрудно показать, что первое, тре-
тье и последнее слагаемые в сумме (20) при
BN = σ

√
N являются бесконечно малыми по

сравнению с t2, поэтому из (35) и (37) следует,
что для некоторого C2 > 0

|ψ(t)| < e−C2t2

и интеграл I′3 можно сделать сколь угодно ма-
лым выбором достаточно большого A.

Для оценки I′′3 аналогичным образом мож-
но найти асимптотику всех слагаемых в сумме
(20) и получить, что

lnψ(t) = (2− 2c+ ζ(2) + ζ2(2) + 2 lnu)t2yN/4,

где 0 < u 6 ε, а в силу выбора ε для некото-
рого C3 > 0

|ψ(t)| < e−C3t2/yN .

Учитывая (34) и условие yN lnN →∞, отсюда
находим, что

|I′′3| 6 2εσ
√
Ne−2C3

√
N → 0.

Рассмотрим второй случай, в котором
yN lnN → γ, 0 < γ < ∞, BN = B

√
N , где

B = σ
√

1− e−γ/2, а DN = y−1N . Как раньше,
из (20) следует равенство:

lnψ(t) =
t2ζ2(τ)

2B2
− t2ζ(τ − 1)

B2
+
t2ζ(τ)

2B2

+
Γ(1− yN )

yN (1 + yN )

t2

B2

(
− it
B

)yN
+O

(
t3

B3
√
N

)
.

(38)

Используя (13) и (36), нетрудно получить, что
при t ∈ S′

t2ζ(τ − 1)

B2
+

Γ(1− yN )

yN (1 + yN )

t2

B2

(
− it
B

)yN
∼ − t2

B2yN
(1− e−γ/2),

(39)

а остальные слагаемые в (38) бесконечно ма-
лы по сравнению с (39). Отсюда и из (34), (38)
следует, что

lnψ(t) ∼ −e−t2/2,

поэтому

|I′3| 6 2

∞∫
A

e−t
2/4 dt
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и, как обычно, этот интеграл оценивается вы-
бором достаточно большого A.

Проводя рассуждения аналогично тому,
как это было сделано в первом случае, нахо-
дим, что при t ∈ S′′

|ψ(t)| 6 e−C4t2yN

и, поскольку |t| > y−1N ,

|I′′3| 6 2

∞∫
y−1
N

e−C4t dt→ 0.

В третьем случае BN =
√
N lnN, yN lnN →

0, DN = lnN и из (20) следует, что

lnψ(t) =
t2ζ2(τ)

2 lnN
− t2ζ(τ − 1)

lnN
+
t2ζ(τ)

2 lnN

+
Γ(1− yN )

yN (1 + yN )

t2

lnN

(
− it√

N lnN

)yN
+O

(
t3√

N ln3/2N

)
.

(40)

Опять, используя (13) и (36) и оценивая каж-
дое слагаемое в (40), приходим к неравенству:

|I′3| 6 2

∞∫
A

e−t
2/4 dt.

Оценка I′′3 проводится аналогично предыду-
щим случаям и при этом учитывается условие
|t| > lnN и выбор ε. Тогда

|ψ(t)| 6 e−C5t2/ lnN

и

|I′′3| < 2

∞∫
lnN

e−C5t dt→ 0.

В четвертом случае DN = y−1N , а в пятом
DN = e−C6/yN (−2N/yN )1/τ . Оценивание инте-
грала I3 в этих двух случаях проводится по
той же схеме, как и в случаях 2 и 1 соответ-
ственно. Доказательство теоремы 6 заверше-
но.

Доказательство теоремы 7. Обозначим
vN = (n − NS(N))/N1/τ и ϕ∗∗(t) =
ϕ(t)exp{−itS(N)}. Как и при доказательстве
теоремы 6, представим разность

R∗N = 2π(N1/τP{ζN = n} − g(vN ))

в виде суммы

R∗N = I1 + I2 + I3 + I4,

где I1 =

A∫
−A

e−itvN
((

ϕ∗∗
(
t/N1/τ

))N
−exp

{
−π

2
|t|
(

1 + i
2t

|t|π
ln |t|

)})
dt,

I2 = −
∫
|t|>A

exp
{
−itvN −

π

2
|t|

×
(

1 + i
2t

|t|π
ln |t|

)}
dt,

а интегралы I3 и I4 аналогичны одноименным
интегралам в доказательстве теоремы 6.

Из леммы 2 видно, что I1 → 0. Для I2 спра-
ведлива оценка

|I2| 6 2

∫
t>A

e−πt/2 dt,

поэтому I2 можно сделать сколь угодно малым
выбором A. Ясно, что I4 оценивается так же,
как и подобный интеграл в теореме 6.

Используя (20) и проводя рассуждения, по-
добные выводу соотношения (30), нетрудно по-
лучить, что в области интегрирования I3

|ψ(t)| 6 e−C6|t|,

поэтому

|I3| < 2

∞∫
A

e−C6|t| dt, (41)

а последнее выражение можно сделать сколь
угодно малым выбором достаточно большого
A. Теорема 7 доказана.

Доказательство теоремы 8. Используя
(32) и (33) при BN = σ

√
N , находим, что

2π(σ
√

2πNP{ζN = n} − (2π)−1/2e−z
2
N/2)

= I1 + I2 + I3 + I4,

где интегралы I1 − I4 имеют тот же смысл, что
и при доказательстве теоремы 6. Из леммы 3
следует, что I1 → 0, а I2 можно оценить так
же, как и в теореме 6.

Рассмотрим I4. Поскольку eit − 1 = cos t
+ i sin t−1 из явного вида Φ(eit, τ, 1) и (16) на-
ходим, что при τ →∞ и εσ

√
N 6 |t| 6 πσ

√
N

ϕN
(

t

σ
√
N

)

=

[
1 +

(
cos

t

σ
√
N

+ i sin
t

σ
√
N
− 1

)

×(1 + o(1))]N ,
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поэтому для некоторого положительного q < 1

|ϕ(t/σ
√
N)|N < qN .

Тогда

|I4| < πσ
√
NqN → 0.

Для оценки I3 воспользуемся опять (16), яв-
ным видом функции Лерча и разложением eit

по формуле Тэйлора в окрестности нуля.
Тогда получаем, что∣∣∣∣ϕ( t

σ
√
N

)∣∣∣∣N < e−C7t2 ,

следовательно,

|I3| < 2

∞∫
A

e−C7t2 dt,

что равносильно (41). Теорема доказана.

Работа выполнена при поддержке РФФИ,
грант 13-01-00009.
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