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АСИМПТОТИКА ЧИСЛА РЕБЕР ИНТЕРНЕТ-ГРАФА

Ю. Л. Павлов
Институт прикладных математических исследований КарНЦ РАН,
ФИЦ «Карельский научный центр РАН», Петрозаводск, Россия

Рассматриваются конфигурационные графы с N вершинами. Cтепени вершин
независимы и одинаково распределены по закону, зависящему от неизвестной
медленно меняющейся функции. Степень каждой вершины имеет конечное ма-
тематическое ожидание и бесконечную дисперсию. Такие модели можно ис-
пользовать для описания топологии различных сетей коммуникаций и сети
Интернет. В статье доказана локальная предельная теорема для числа ребер
графа при N →∞.

К люч е вы е c л о в а: конфигурационный граф; степень вершины; предельное
распределение; медленно меняющаяся функция; число ребер.

Yu. L. Pavlov. ASYMPTOTICS OF THE NUMBER OF EDGES
OF AN INTERNET GRAPH
We consider configuration graphs with N vertices. The degrees of the vertices
are independent and identically distributed according to a distribution law that
depends on an unknown slowly varying function. The degree of a vertex has a finite
expectation and an infinite variance. Such models can be used to describe various
communication networks and Internet topologies. The paper proves the local limit
theorem for the number of edges in a graph as N →∞.

K e ywo r d s: configuration graph; vertex degree; limit distribution; slowly varying
function; number of edges.

Введение

Для моделирования сложных сетей комму-
никаций широко используются методы теории
случайных графов (см., например, [5]). На-
блюдения за реальными сетями показали, что
большинство из них обладают схожими свой-
ствами. К таким сетям относятся транспорт-
ные, электрические, телефонные, социальные
сети, сети сотрудничества ученых и, конечно,
сеть Интернет. Оказалось, что число узлов се-
ти, имеющих степень не меньше, чем k, при
достаточно больших k обычно пропорциональ-
но k−τ , где τ > 0. Более того, было показано,
что в случайных графах, служащих моделя-

ми таких сетей, степени вершин можно счи-
тать независимыми одинаково распределенны-
ми целочисленными случайными величинами.
Обозначим ξ случайную величину, равную сте-
пени любой вершины графа. Результаты на-
блюдений позволили установить, что распре-
деление ξ можно задать следующим образом:

P{ξ > k} =
h(k)

kτ
, k = 1, 2, . . . , τ > 0, (1)

где h(x) – медленно меняющаяся функция.
По определению (см., например, [1]), медлен-
но меняющаяся функция определена для всех
x > 0 и положительна. Следовательно, как
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видно из (1), P{ξ = k} > 0 для всех нату-
ральных k. Обозначим

pk = P{ξ = k}

=
h(k)

kτ
− h(k + 1)

(k + 1)τ
, k = 1, 2, . . . (2)

Было обнаружено, что для большинства сетей
значения параметра τ принадлежат интервалу
(1, 2). Из (1) и (2) следует, что

m = Eξ =

∞∑
k=1

kpk

=

∞∑
k=1

(
h(k)

kτ−1
− h(k + 1)

(k + 1)τ−1
+
h(k + 1)

(k + 1)τ

)
.

Это значит, что при τ ∈ (1, 2) распределение
(1) имеет конечное математическое ожидание
m. Аналогично можно показать, что диспер-
сия ξ бесконечна.

Одним из наиболее часто используемых
для моделирования сетей видов случайных
графов является так называемый конфигу-
рационный граф. Конструкция конфигураци-
онных графов была предложена в [4]. Пусть
граф содержит N вершин. Степень каждой
вершины равна числу выходящих из нее полу-
ребер, т. е. ребер, для которых смежные вер-
шины еще не определены. Все полуребра раз-
личимы. Ребра графа образуются путем по-
парного равновероятного соединения полуре-
бер друг с другом. Для обеспечения четности
суммы степеней вершин в случае необходимо-
сти в граф вводится вспомогательная верши-
на единичной степени или дополнительное по-
луребро добавляется к какой-нибудь равнове-
роятно выбранной вершине. Известно [6], что
появление такой вершины вместе с инцидент-
ным ей ребром не влияет на асимптотические
свойства графа при N →∞. Нетрудно видеть,
что такая конструкция графа допускает появ-
ление петель и кратных ребер. Конфигураци-
онные графы с распределением (1) независи-
мых степеней вершин при τ ∈ (1, 2) нередко
используются для моделирования сети Интер-
нет, поэтому иногда их называют Интернет-
графами.

Во многих публикациях рассматриваются
графы, в которых известен явный вид медлен-
но меняющейся функции h(x) распределения
(1). В частности, в [6] предполагалось, что

P{ξ = k} =
1

kτ
− 1

(k + 1)τ
, k = 1, 2, . . . ,

откуда следует, как нетрудно проверить, что
h(x) = 1. В ряде работ рассматривались услов-
ные конфигурационные графы при условии,

что известны не только явный вид медлен-
но меняющейся функции, но и число ребер.
Кроме того, в некоторых публикациях пред-
полагалось, что параметр распределения сте-
пеней вершин τ является случайной величи-
ной с заданным распределением. В этом слу-
чае получались конфигурационные графы со
случайными распределениями случайных сте-
пеней вершин. В статье [3] проведено обобще-
ние таких работ за счет рассмотрения моде-
лей, в которых при k →∞

pk ∼
d

kg(lnk)q
,

где d > 0, g > 1, q > 0, g + q > 1. Это значит,
что медленно меняющаяся функция сводилась
к степени логарифма. Подробное исследова-
ние конфигурационных графов с неизвестной
функцией h(x) только начинается (см., на-
пример, [2]). Один из успешно применяемых
методов исследования свойств условных кон-
фигурационных графов основан на использо-
вании обобщенной схемы размещения частиц
по ячейкам. Рассматривались также условные
графы при условии, что число ребер точно
не известно, но ограничено сверху. Такие мо-
дели соответствуют сетям, в которых число
возможных связей имеет технические ограни-
чения. В таких случаях используется аналог
обобщенной схемы, отличающийся тем, что
сумма участвующих в схеме независимых слу-
чайных величин не равна точно известной ве-
личине, а ограничена. Применительно к кон-
фигурационным графам эти суммы являются
суммами степеней вершин графа, т. е. удвоен-
ному числу ребер. Таким образом для получе-
ния асимптотических результатов с помощью
обобщенной схемы размещения необходимо ис-
следовать предельное поведение числа ребер.

В статье рассматриваются конфигурацион-
ные графы с N вершинами и распределени-
ем (1) случайных независимых степеней вер-
шин при τ ∈ (1, 2). В следующем разделе най-
дены предельные распределения наибольших
членов вариационного ряда степеней вершин
и числа вершин заданной степени. Главным
результатом статьи является доказанная в по-
следнем разделе локальная предельная теоре-
ма для числа ребер такого графа.

Структура степеней вершин

Обозначим ξ1, . . . , ξN степени вершин
1, . . . , N соответственно. Все эти случайные
величины независимы и одинаково распреде-
лены по закону (1). Рассмотрим вариационный
ряд

ξ(1) 6 ξ(2) 6 . . . 6 ξ(N),
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полученный для случайных величин ξ1, . . . , ξN
расположением их в неубывающем порядке.

Теорема 1. Пусть N →∞ и последователь-
ность r = r(N) выбрана так, что

Nh(r)

rτ
→ γ,

где γ – некоторая положительная постоян-
ная. Тогда для любого фиксированного целого
неотрицательного s

P{ξ(N−s) 6 r} → e−γ
s∑
i=0

γi

i!
.

Доказательство. Из (1) находим, что

P{ξ(N−s) 6 r}

=

s∑
i=0

(
N

i

)
PN−i{ξ 6 r}Pi{ξ > r}

=

s∑
i=0

N !

i!(N − i)!

(
1− h(r)

rτ

)N−i hi(r)
riτ

. (3)

Из условий теоремы следует, что r →∞ и для
любого фиксированного i

N !

i!(N − i)!

(
1− h(r)

rτ

)N−i hi(r)
riτ

=
1

i!

(
Nh(r)

rτ

)i(
1− h(r)

rτ

)N
(1 + o(1))

→ γie−γ

i!
.

Отсюда и из (3) получаем утверждение теоре-
мы 1.

Теорема 2. Пусть N →∞. Справедливы сле-
дующие утверждения.

1. Если r фиксировано, то равномерно от-
носительно ur = (k−Npr)/

√
Npr(1− pr)

в любом фиксированном конечном ин-
тервале

P{µr = k} =
1 + o(1)√
Npr(1− pr)

e−u
2
r/2.

2. Если r → ∞, то равномерно относи-
тельно (k −Npr)/

√
Npr в любом фикси-

рованном конечном интервале

P{µr = k} =
(Npr)

k

k!
e−Npr(1 + o(1)).

Доказательство. Нетрудно видеть, что

P{µr = k} =

(
N

k

)
×P{ξ1 = r, . . . , ξk = r, ξk+1 6= r, . . . , ξN 6= r}

=

(
N

k

)
pkr (1− pr)N−k. (4)

Если r фиксировано, то Npr(1 − pr) → ∞.
Следовательно, для оценки вероятности (4)
можно использовать нормальное приближение
биномиальной вероятности(

N

k

)
pkr (1− pr)N−k

=
1 + o(1)√

2πNpr(1− pr)
exp

{
− (k −Npr)2

2Npr(1− pr)

}
,

справедливое равномерно относительно
(k − Npr)/

√
Npr(1− pr) в любом фиксиро-

ванном конечном интервале. Отсюда и из (4)
следует первое утверждение теоремы 2.

Если r → ∞, то для доказательства вто-
рого утверждения теоремы 2 достаточно к ве-
роятности (4) применить пуассоновское при-
ближение биномиальной вероятности, которое
при pr → 0 также выполняется равномерно от-
носительно (k−Npr)/

√
Npr в любом фиксиро-

ванном конечном интервале.

Предельное распределение числа
ребер

Обозначим ζN сумму степеней вершин гра-
фа: ζN = ξ1+ . . .+ξN . Разумеется, число ребер
графа равно половине суммы степеней, поэто-
му для оценки предельного поведения числа
ребер достаточно найти асимптотику ζN .

Введем стремящуюся к бесконечности при
N →∞ последовательность BN , удовлетворя-
ющую условию

BN ∼ (Nh(BN ))1/τ . (5)

Пусть g(x) означает плотность распределения
устойчивого закона с показателем τ и харак-
теристической функцией

ϕ(t) = exp

{
−c|t|τ

(
1− i t

|t|
tan

πτ

2

)}
, (6)

где

c = −Γ(2− τ)

τ − 1
cos

πτ

2
, (7)

Γ(x) – гамма-функция.
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Теорема 3. Пусть N →∞. Тогда

sup
k

∣∣∣∣BNP{ζN = k} − g
(
k −Nm
BN

)∣∣∣∣→ 0.

Доказательство. Обозначим Fξ(x) функцию
распределения случайной величины ξ. Из (1)
видно, что при x < 0

Fξ(x) = 0, (8)

а если x > 0, то

Fξ(x) = 1−
∑
k>x

pk. (9)

Из (1) и (2) следует, что∑
k>x

pk =
h(dxe)
(dxe)τ

.

Отсюда и из определения медленно меняю-
щейся функции получаем, что при x→∞∑

k>x

pk =
h(x)

xτ
(1 + o(1)),

поэтому из (9) находим, что

Fξ(x) = 1− h(x)

xτ
(1 + o(1)). (10)

Согласно теореме 2.6.1 книги [1], для то-
го чтобы закон распределения F (x) принадле-
жал области притяжения устойчивого закона
с показателем τ , 0 < τ < 2, необходимо и до-
статочно, чтобы при |x| → ∞

F (x) =
c1 + o(1)

|x|τ
w(|x|), x < 0,

F (x) = 1− c2 + o(1)

xτ
w(x), x > 0,

где w(x) – медленно меняющаяся функция, а
c1, c2 – константы такие, что c1 > 0, c2 > 0,
c1 + c2 > 0. Соотношения (8) и (10) озна-
чают, что функция Fξ(x) принадлежит обла-
сти притяжения некоторого устойчивого зако-
на G(x) с показателем τ, при этом c1 = 0,
c2 = 1, w(x) = h(x). Найдем явный вид харак-
теристической функции ϕG(t) функции рас-
пределения G(x). Для этого используем тео-
рему 2.2.2 [1]. В указанной теореме установле-
ны необходимые и достаточные условия того,
чтобы функция распределения была устойчи-
вой. Эти условия представляют собой общий
вид логарифма характеристической функции

распределения. Зависимость параметров дан-
ной функции от τ , c1, c2 также найдена в ходе
доказательства теоремы 2.2.2. Используя эти
результаты, получаем, что логарифм характе-
ристической функции ϕG(t) устойчивого зако-
на G(x) имеет вид:

lnϕG(t) = idt− c|t|τ
(

1− i t
|t

tan
πτ

2

)
, (11)

где d – некоторая константа, а c определено
в (7). В (11) параметр d можно сделать рав-
ным нулю, подобрав для G(x) нужным об-
разом нормирующие множители в определе-
нии области притяжения. Обозначим ϕξ(t) ха-
рактеристическую функцию случайной вели-
чины ξ. Поскольку математическое ожидание
m случайной величины ξ конечно, из теоре-
мы 2.6.5 [1] следует, что в достаточно малой
окрестности нуля

lnϕG(t)

= itm− c|t|τq(t)
(

1− i t
|t

tan
πτ

2

)
, (12)

где функция q(t) при t→ 0 является медленно
меняющейся. В ходе доказательства теоремы
2.6.5 [1] показано, что при t→ 0

q(t) = h

(
1

|t|

)
. (13)

Очевидно, что ϕξ(0) = 1. Пусть t 6= 0
и фиксировано. Из (5), (12), (13) находим,
используя определение медленно меняющейся
функции, что при N →∞

ϕNξ

(
t

BN

)
exp

{
− itNm

BN

}

= exp

{
−c |t|

τ

h(BN )
h

(
BN
|t|

)(
1− t

|t|
tan

πτ

2

)}
→ exp

{
−c|t|τ

(
1− i t

|t|
tan

πτ

2

)}
.

Это соотношение показывает, что распреде-
ление суммы (ζN − Nm)/BN слабо сходится
к устойчивому закону с показателем τ, плот-
ностью распределения g(x) и характеристи-
ческой функцией (6). Для того чтобы дока-
зать локальную сходимость к этому закону
и, следовательно, завершить доказательство
теоремы 3, можно воспользоваться теоремой
4.2.1 [1]. Согласно этой теореме, для того, что-
бы локальная сходимость имела место, необ-
ходимо и достаточно, чтобы функция распре-
деления Fξ(x) принадлежала области притя-
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жения устойчивого закона G(x) и шаг рас-
пределения ξ был максимальным. Принадлеж-
ность области притяжения была доказана вы-
ше. В распределении (1) медленно меняющая-
ся функция h(x) положительна при всех x > 0,
поэтому шаг распределения ξ равен единице и
максимален.

Финансовое обеспечение исследований осу-
ществлялось из средств федерального бюдже-
та на выполнение государственного задания
КарНЦ РАН (Институт прикладных мате-
матических исследований КарНЦ РАН).
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