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Рассмотрен общий подход к теоремам типа теоремы Вороновской о скорости
сходимости последовательности линейных операторов к функциям из некото-
рых классов с помощью введенного функционала, который во многих конкрет-
ных ситуациях имеет дифференциальный вид. Для представления этого функ-
ционала применен метод точек втягивания в конус банахова пространства.

Ключ е вы е c л о в а: линейные операторы; конус; аппроксимирующая после-
довательность.

Yu. G. Abakumov, V. G. Banin. POINTS OF RETRACTION
INTO CONE AND VORONOVSKAYA TYPE THEOREMS
The general approach to Voronovskaya theorems about the rate of convergence
of linear operators sequence to the functions of some classes is considered. These
theorems are proved with the help of a functional which in many concrete situations
may have a differential structure. The method of retraction points into some cone
of Banach space is used to define this functional.

K e y wo r d s: linear operators; cone; approximation sequence.

Введение
Раздел теории приближений, посвященный

равномерному приближению функций алгеб-
раическими полиномами, был заложен теоре-
мой К. Вейерштрасса, согласно которой лю-
бую непрерывную на отрезке [a, b] функцию
можно приблизить на этом отрезке алгеб-
раическими полиномами с любой точностью
(как мы сейчас говорим, в метрике C[a, b]).
Результат имел важное теоретическое зна-
чение, однако предложенный Вейерштрассом
способ нахождения приближающего полино-
ма для практических целей был не приго-
ден. Вскоре появилось несколько новых дока-
зательств теоремы Вейерштрасса. Различные
авторы (Э. Ландау, С. Н. Бернштейн, Л. Фей-
ер и др.) предлагали свои аппроксимирующие

последовательности (у Фейера это были триго-
нометрические операторы). Однако для прак-
тической аппроксимации эти операторы так-
же не годились ввиду низкой скорости при-
ближения. Начиная, видимо, с работ Д. Джек-
сона (см. [9]) возникают новые задачи: по-
лучение аппроксимационных оценок. Эти за-
дачи прочно вошли в практику теории при-
ближений. Аппроксимационные оценки полу-
чены как для конкретных операторов, так и
для классов операторов. Для практики они да-
ют ориентиры о возможностях известных (а
также и неизвестных еще) аппроксимирующих
конструкций. Теорема Вороновской [5] (кон-
кретная информация в п. 1 предлагаемой ста-
тьи) занимает особое место. Этот результат,
полученный в 1932 г., содержит элементы двух
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направлений, которые определились в теории
приближений значительно позже. Это точные
константы [7] и явление насыщения [3].

В 60-е годы прошлого века ряд задач тео-
рии приближения стали изучать, используя
аппарат банаховых и некоторых абстрактных
пространств более общего вида. Для нас, с
точки зрения исследований аппроксимирую-
щих последовательностей операторов, пред-
ставляет интерес работа Климова и др. [6].
Первоначально мы использовали введенное в
этой работе понятие точки гладкости конуса,
однако впоследствии пришли к выводу, что бо-
лее целесообразно ввести новое понятие точки
втягивания (см. п. 2 статьи).

1. Источник постановки задачи

В 1912 г. С. Н. Бернштейн ввел операторы

Bn(f, x) =

n∑
k=0

f(
k

n
)Cknx

k(1− x)n−k,

f определенная на [0, 1] функция, x ∈ [0, 1].
Обстоятельства открытия этих операторов

описаны в статье В. С. Виденского [4]. После-
довательность Bn(f, x) является аппроксими-
рующей, то есть для любой f ∈ C[0, 1] выпол-
няется

lim
n→∞

‖f(x)−Bn(f, x)‖ = 0. (1)

Операторы Bn(f, x) положительные. Это
значит, что из f(x) > 0 при x ∈ [0, 1] следует
Bn(f, x) > 0. Непосредственным вычислением
устанавливается:

Bn(1, x) = 1,

Bn(t, x) = x,

Bn((t− x)2, x) =
x(1− x)

n
,

Bn((t− x)3, x) =
x(1− x)
n2

(1− 2x),

Bn((t−x)4, x) =
x(1− x)
n2

(
1

n
(1− 6x(1−x))+3x(1−x)).

Здесь и в приведенных ниже примерах для
линейных операторов L, отображающих про-
странство C[a, b] в себя, используем классиче-
ские обозначения Коровкина [8]. L(f) обозна-
чим L(f(t), x) или L(f, x), где буква x выделе-
на для обозначения образа функции f(t) при
отображении L, так как этот образ является
функцией из C[a, b]. При фиксированных x по-
лучаем функционалы.

Для достаточно гладких функций f(t) пре-
дельное равенство (1) допускает уточнения.
Например, если f дважды дифференцируема

и ‖f ′′(t)‖ = M (чебышевская норма простран-
ства C[0, 1]), то для любого x ∈ [0, 1] выполня-
ется

|f(x)−Bn(f, x)| 6 M

2
Bn((t− x)2, x).

Уточнение к этому результату составляет тео-
рему Вороновской: если f дважды дифферен-
цируема , то для любого x ∈ [0, 1]

Bn(f, x)− f(x) =
f ′′(x)

2
· x(1− x)

n
+ o(

1

n
). (2)

Это равенство обеспечивается благодаря
тому, что

lim
n→∞

Bn((t− x)4, x)

Bn((t− x)2, x)
= 0.

Схема получения равенств типа (2) допус-
кает рассмотрение в довольно общей ситуации.
Рассмотрению условий сходимости последова-
тельностей функционалов в терминах линей-
ных нормированных пространств (ЛНП) по-
священ ряд работ: [1], [2], [6] и некоторые дру-
гие. Дальнейшее изложение содержит обзор
некоторых результатов, полученных авторами
(см. [1], [2]).

2. Основные понятия

Полагаем, что читателю известны понятия
ЛНП и линейного непрерывного функциона-
ла, заданного на элементах ЛНП.

Если X некоторое ЛНП, то множество
K ⊂ X называется конусом, если оно выпук-
лое и замкнутое и, кроме того, из p ∈ K,λ > 0
следует λp ∈ K. Множество линейных, непре-
рывных неотрицательных наK функционалов
обозначается K∗ и называется конусом, сопря-
женным K.

Считаем, что зафиксировано действитель-
ное ЛНП X и конус K ⊂ X, а также линейный
непрерывный функционал µ ∈ K∗ (то есть
p ∈ K ⇒ µ(p) > 0). Предполагаем, что име-
ется элемент g ∈ K такой, что g 6= 0, µ(g) = 0
(в этом случае говорят, что µ проходит через
g).

Пусть, далее, зафиксированы p0, p1 ∈ X та-
кие, что p0 ∈ K

⋂
Kerµ (p0 6= 0), µ(p1) > 0

(Kerµ множество нулей функционала µ).
Обозначим γ(p0, p1) – множество, принад-

лежащее Kerµ, при этом p ∈ γ(p0, p1), тогда
и только тогда, когда найдется ε0 > 0 такое,
что для всякого ε ∈ (0, ε0] можно найти число
c > 0 (зависящее от p и ε) такое, что

cp0 + εp1 − p ∈ K,
−cp0 − εp1 − p ∈ −K. (3)
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Далее положим

T (p0, p1) = lin(γ(p0, p1)
⋃
{p1}).

Здесь linQ – линейная оболочка множества Q.
По отношению к любому подпространству

Y ⊂ T (p0, p1) будем говорить, что p0 является
точкой µ-втягивания Y в конус K по направ-
лению p1.

С помощью понятия точек втягивания в ко-
нус и некоторых функционалов, проходящих
через них, можно доказать теоремы о скоро-
сти сходимости последовательности линейных
операторов типа теоремы Вороновской [5].

Докажем две вспомогательные теоремы.

Теорема 1. Пусть K конус в действитель-
ном ЛНП X, µ ∈ K∗ – линейный непре-
рывный функционал. Если для последователь-
ности линейных непрерывных функционалов
µn ∈ K∗ выполнены условия:

lim
n→∞

µn(p0) = 0, lim
n→∞

µn(p1) = µ(p1) , (4)

то
lim
n→∞

µn(p) = µ(p) (5)

для всех p ∈ T (p0, p1), где p0 – точка µ-
втягивания Y в конус K по направлению p1.

Доказательство. Пусть p ∈ T (p0, p1).
Тогда p̃ = p− p1µ(p)(µ(p1))

−1 ∈ γ(p0, p1).
Действительно,

µ(p̃) = µ(p)− µ(p)µ(p1)(µ(p1))
−1 = 0

и p является линейной комбинацией p̃ и p1.
Следовательно, по любому достаточно мало-
му ε > 0 найдется c > 0 такое, что

cp0 + εp1 + p1µ(p)(µ(p1))
−1 − p ∈ K,

−cp0 − εp1 + p1µ(p)(µ(p1))
−1 − p ∈ −K.

Тогда в силу того что µn ∈ K∗ (µn неотрица-
тельны на K) и следующих отсюда неравенств

µn(−cp0 − εp1 + p1µ(p)(µ(p1))
−1 − p) 6 0,

µn(cp0 + εp1 + p1µ(p)(µ(p1))
−1 − p) > 0

из линейности µn получим

−cµn(p0)− εµn(p1) 6

6 µn(p)− µn(p1)(µ(p1))
−1µ(p) 6

6 cµn(p0) + εµn(p1).

Отсюда, учитывая (4), получим

−εµ(p1) 6 lim
n→∞

(µn(p)− µ(p)) 6

6 lim
n→∞

(µn(p)− µ(p)) 6 εµ(p1).

Так как ε может быть как угодно мало, полу-
чаем (5).
Теорема 1 доказана.

Следующая теорема будет в дальнейшем
весьма полезна.

Теорема 2. Пусть линейный непрерывный
функционал µ, подпространство Y , конус K,
элементы p0, p1 ∈ Y связаны соотношениями:
µ(p0) = 0, µ(p1) > 0, µ ∈ K∗, Y = lin(Yµ

⋃
{p1}),

где Yµ = Y
⋂
Kerµ, p0 ∈ K.

Пусть, далее, для любого z ∈ Y такого, что
µ(z) > 0, найдется λ ∈ (0, 1) такое, что
λz + (1− λ)p0 ∈ K.
Тогда p0 является точкой µ-втягивания Y в
конус K по направлению p1.

Доказательство. Пусть p 6= 0 – произволь-
ный элемент p ∈ Yµ. Это значит, что µ(p) =
0. Возьмем произвольно ε ∈ (0, ε0]. Так как
µ(εp1 − p) = εµ(p1) > 0, то найдется λ ∈ (0, 1)
такое, что λ(εp1 − p) + (1 − λ)p0 ∈ K. То-
гда εp1 − p + λ−1(1 − λ)p0 ∈ K. Обозначив
c1 = (1− λ)λ−1, имеем

c1p0 + εp1 − p ∈ K. (6)

Далее, µ(p+εp1) = εµ(p1) > 0. Следовательно,
найдется σ ∈ (0, 1) такое, что

σ(p+ εp1) + (1− σ)p0 ∈ K.

И если обозначить c2 = σ−1(1−σ), то получим

c2p0 − εp1 − p ∈ −K. (7)

Обозначим c = max(c1, c2).
Очевидно, (c− c1)p0 ∈ K. Отсюда и из (6) по-
лучим

cp0 + εp1 − p ∈ K.
Далее, −(c− c2)p0 ∈ −K. Отсюда и из (7)
имеем

−cp0 − εp1 − p ∈ −K.
В силу произвольности p ∈ Yµ получаем,
по определению, что p0 является точкой µ-
втягивания Y в конус K по направлению p1.
Теорема 2 доказана.

3. Теорема Вороновской с общей
точки зрения

Пусть функционал µ ∈ X∗, конус K,
элементы p0, p1 удовлетворяют тем условиям,
о которых была речь в предыдущем пунк-
те. Последовательность µn ∈ K∗ такова, что
µn(p0)→ 0, µn(p1)→ µ(p1) > 0. Тогда, если
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элемент p ∈ Kerµ удовлетворяет (3), то мож-
но поставить вопрос: как определить предел
последовательности µn(x)

µn(x0)
?

Предполагаем, что существует элемент
y ∈ Kerµ, y ∈ K, y /∈ lin({p, p0}) такой, что

lim
n→∞

µn(y)

µn(p0)
= 0.

Рассмотрим пространство P = lin({p, p0, y}) и
конус K(p) = K

⋂
P .

Если обозначить z – текущий элемент про-
странства P , то равенством

Φn(z) =
µn(z)

µn(p0)

определяется последовательность линейных
непрерывных на P функционалов Φn.

При этом Φn неотрицательны на элементах
K(p), Φn(p0) = 1, Φn(y)→ 0.

Если, кроме того, на P определен линейный
непрерывный функционал v(z), неотрицатель-
ный на K(p) и проходящий через y, и если y
– точка v-втягивания P в K(p) по направле-
нию p0 и v(p0) = 1, то в случае существования
конечного предела

lim
n→∞

Φn(z) = lim
n→∞

µn(z)

µn(p0)
= v(z) (8)

для всех z ∈ P будем называть функционал v
из (8) функционалом Вороновской.

Каких-то общих правил нахождения (вы-
числения) функционала Вороновской неиз-
вестно, но с помощью теоремы 2 в конкретных
ситуациях можно проверить, является или нет
тот или иной функционал функционалом Во-
роновской.

Вид функционала Вороновской зависит от
выбора элементов p0 и y. Для практических
приложений наиболее удобны случаи, в кото-
рых функционалы Вороновской имеют диф-
ференциальный вид (см. [1], [2]).

4. Некоторые примеры

Пример 1. Классический вариант теоре-
мы Вороновской. Положительные операторы.

Пусть Ln : C[a, b]→ C[a, b] произвольная
последовательность линейных положитель-
ных операторов. Для сходимости операторов
Ln в точке x ∈ [a, b] к значению f(x), если x –
точка непрерывности ограниченной функции
f(t), достаточно выполнения двух предельных
отношений: Ln(1, x)→ 1, Ln((t− x)2, x)→ 0
(теорема Коровкина [8]).

Пусть f(t) дважды дифференцируема в
точке t = x и в ее окрестности. Обозначим

ϕ(t) = f(t)− f(x)− f ′(x)(t− x),

p0(t) = (t− x)2, y(t) = (t− x)4,

P = lin({ϕ(t), p0(t), y(t)}),
K – конус неотрицательных функций,
K(ϕ) = K

⋂
P . Применяя теорему 2, можно

убедиться, что функционалом Вороновской в
этом случае является

v(z) =
1

2
z′′(x)

(см. [1]). Доказательство приведем в примере
2 для более сложного случая положительных
операторов, определенных на функциях двух
переменных.

Таким образом, если

lim
n→∞

Ln((t− x)4, x)

Ln((t− x)2, x)
= 0,

то
lim
n→∞

Ln(ϕ, x)

Ln((t− x)2, x)
=

1

2
ϕ′′(x).

Если обозначить теперь

ϕ(t) = f(t)− f(x)− f ′(x)(t− x)− 1

2
(t− x)2 − 1

6
(t− x)3,

p0(t) = (t− x)4, y(t) = (t− x)6,

то функционалом Вороновской будет

v(z) =
1

4!
z(4)(x).

(см. [1]).
Пример 2. Положительные операторы,

определенные на функциях двух переменных.
Пусть Ln(f(t, u), x, y) : C[a, b]2 → C[a, b]2

последовательность линейных положитель-
ных операторов таких, что

‖Ln(1, x, y)− 1‖ → 0,
‖Ln(ti, x, y)− xi‖ → 0,
‖Ln(ui, x, y)− yi‖ → 0

(9)

при n→∞, i = 1, 2.
Тогда, если для (x, y) ∈ [a, b]2 выполнено

lim
n→∞

Ln((t− x)4 + (u− y)4, x, y)

Ln((t− x)2 + (u− y)2, x, y)
= 0,

то для f(t, u) ∈ C2[a, b]2 выполняется

Ln(f(t, u), x, y) = f(x, y)Ln(1, x, y) +
+ f ′t(x, y)Ln(t− x, x, y) +
+ f ′u(x, y)Ln(u− y, x, y) +
+ 0.5(f ′′tt(x, y)Ln((t− x)2, x, y) +
+ 2f ′′tu(x, y)Ln((t− x)(u− y), x, y) +
+ f ′′uu(x, y)Ln((u− y)2, x, y)) +
+ o(Ln((t− x)2 + (u− y)2, x, y)).

(10)
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Действительно, при выполнении условий
(9) для любой функции f(t, u) ∈ C2[a, b]2 вы-
полняется равенство

‖Ln(f(t, u), x, y)− f(x, y)‖ = O(γn),

где γn максимальная из величин

‖Ln(1, x, y)− 1‖,

‖Ln(ti, x, y)− xi‖,

‖Ln(ui, x, y)− yi‖,
i = 1, 2 (см., например, [1], гл. 1, п. 5).

Пусть произвольным образом зафикси-
рована точка (x, y) ∈ [a, b]2. Для функции
f(t, u) ∈ C2[a, b]2 рассмотрим вспомогатель-
ную функцию

Φ(t, u) = f(t, u)− f(x, y)− f ′t(x, y)(t− x)−

−f ′u(x, y)(u− y)− (t− x)(u− y)f ′′tu(x, y)+

+
1

2
(u− y)2(f ′′tt(x, y)− f ′′uu(x, y)).

Пространство P определим равенством

P = lin{Φ(t, u), p0(t, u), Y (t, u)},

где
p0(t, u) = (t− x)2 + (u− y)2,

Y (t, u) = (t− x)4 + (u− y)4.

Здесь Y (t, u) играет роль элемента p1 из усло-
вия теоремы 2.

Заметим, что любой элемент z(t, u) ∈ P
обладает следующими свойствами:

z(x, y) = z′t(x, y) = z′u(x, y) = z′′tu(x, y) = 0,

z′′tt(x, y) = z′′uu(x, y),

так как этими свойствами обладают функции
p0, Φ и Y .

Обозначим через K(Φ) пересечение с про-
странством P конуса K неотрицательных
функций. Покажем, что если обозначить

v(z) =
1

2
z′′tt(x, y),

(v – функционал Вороновской), то Y (t, u) яв-
ляется точкой v-втягивания пространства P в
конус K(Φ) по направлению p0(t, u).

Пусть z(t, u) ∈ P произвольный элемент
такой, что z′′tt(x, y) > 0. Тогда в силу свойств
элементов пространства P

z′′tt(x, y)z′′uu(x, y)− [z′′tu(x, y)]2 > 0.

Следовательно, найдется число ε > 0 такое,
что для точки (t, u) ∈ U(ε)

⋂
[a, b]2 выполняет-

ся
z′′tt(t, u)z′′uu(t, u)− [z′′tu(t, u)]2 > 0.

Здесь U(ε) это ε-окрестность точки (x, y).
Это означает, что функция z(t, u) выпукла

вниз на U(ε). А так как z(x, y) = z′t(x, y) =
z′u(x, y) = 0, то z(t, u) > 0, если точка (t, u) ∈
U(ε)

⋂
[a, b]2. Следовательно, при любом λ ∈

(0; 1], для (t, u) ∈ U(ε)
⋂

[a, b]2 выполняется
неравенство

λz(t, u) + (1− λ)Y (t, u) > 0. (11)
Далее, для (t, u) ∈ [a, b]2\U(ε) выполняют-

ся неравенства

Y (t, u) > 0, 5ε4, |z(t, u)| 6 ‖z(t, u)‖ = m.

Тогда если для λ ∈ (0; 1] выполняется неравен-
ство λ < 0,05ε4

m , то

λz(t, u) + (1− λ)Y (t, u) > 0

для (t, u) ∈ [a, b]2\U(ε). Таким образом,
для этих λ неравенство (11) выполняет-
ся для всех точек (t, u) ∈ [a, b]2. Значит,
λz + (1− λ)Y ∈ K. Из теоремы 2 следует, что
Y является точкой v-втягивания в конус K по
направлению p0.

Теперь мы можем сделать вывод, что при
выполнении равенства

lim
n→∞

Ln(Y (t, u), x, y)

Ln(p0(t, u), x, y)
= 0

выполняется аналогичное равенству (8) равен-
ство

lim
n→∞

Ln(Φ(t, u), x, y)

Ln(p0(t, u), x, y)
=

1

2
Φ′′tt(x, y).

Раскрывая выражения для Φ(t, u) и p0(t, u)
и учитывая, что Φ′′tt(x, y) = f ′′tt(x, y), после пре-
образований получим (10).

Пример 3. Квазиположительные операто-
ры.

Смысл термина «квазиположительные опе-
раторы» будет ясен из дальнейшего изложе-
ния.

Пусть зафиксировано x ∈ [a, b]. Пусть, да-
лее, f(t) ∈ Lip1 имеет в точке x односторонние
производные, при этом, очевидно, |f ′+(x)| <∞
и |f ′−(x)| <∞. Полагаем, кроме того, что f(t)
дифференцируема на [x− δ0, x] и на [x, x+ δ0]
при некотором δ0 > 0.

Конус K состоит из функций, обращаю-
щихся в нуль при t = x, не возрастающих на
[a, x], не убывающих на [x, b]. Обозначим

t− =
1

2
(t− |t|),

��
��
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ϕ(t) = f(t)− f(x)− (f ′+(x) + f ′−(x))(t− x)− =

= f(t)−f(x)− (f ′+(x) +f ′−(x))
1

2
(t−x−|t−x|),

p0(t) = |t− x|, y(t) = (t− x)2,

P = lin({p0(t), y(t), ϕ(t)}).

Очевидно, для любого z(t) ∈ P , z′−(x) = −z−+(x).
Тогда определенный в пространстве P

функционал v(z) = z′+(x) является функцио-
налом Вороновской, а y(t) является точкой v-
втягивания P в конус K(ϕ) = K

⋂
P по на-

правлению p0(t) (см. [1]).
Отсюда получим, что из

lim
n→∞

Ln((t− x)2, x)

Ln(|t− x|, x)
= 0

следует

lim
n→∞

Ln(ϕ(t), x)

Ln(|t− x|, x)
= f ′+(x)

или, по-другому

Ln(f(t), x)− f(x) =

=
1

2
(f ′+(x) + f ′−(x))Ln(t− x, x)+

+
1

2
(f ′+(x)− f ′−(x))Ln(|t− x|, x) + o(Ln(|t− x|, x)).

Пример 4. Положительные операторы,
определенные на функциях нескольких пере-
менных.

Далее обозначаем ∆ = [a, b]r, r > 0 –
целое, t, x ∈ ∆, t = (t1, ..., tr), x = (x1, ..., xr),
Ln : C(∆)→ C(∆) – последовательность ли-
нейных положительных операторов.

Размещением с повторениями из r эле-
ментов, а для определенности, из элемен-
тов множества {1, 2, ..., r} по µ элемен-
тов, будем называть упорядоченное множе-
ство (последовательность) (n1, n2, ..., nµ), где
ni ∈ {1, 2, ..., r}. (Для каждого i можно запи-
сать ni ∈ (n1, n2, ..., nµ)).

Tµr – множество всех размещений с повто-
рениями из r элементов по µ. Если τ ∈ Tµr , то
будем писать |τ | = µ.

Пользуясь этими обозначениями, форму-
лу Тейлора для f(t) ∈ C2m(∆) в окрестности
t = x можно записать в виде

f(t) = f(x) +

2m∑
i=1

1

i!

∑
|τ |=i

∂if∏
j∈τ ∂tj

(x)
∏
j∈τ

(tj − xj) + ρ(t).

Положим

ϕ(t) = f(t)− f(x)−

−
2m∑
i=1

1

i!

∑
|τ |=i

∂if∏
j∈τ ∂tj

(x)
∏
j∈τ

(tj − xj)+

+
1

(2m)!

r∑
j=1

∂2mf

∂t2m1
(x)(tj − xj)2m

и

p0(t) =

r∑
j=1

(tk − xk)2m,

y(t) =

r∑
j=1

(tk − xk)2m+2.

K – конус неотрицательных на ∆ функций,
P = lin({p0(t), y(t), ϕ(t)}), K(ϕ) = K

⋂
P .

Функционал

v(z) =
1

(2m)!

∂2mz

∂t2m1
(x)

является функционалом Вороновской, y(t) –
точка v-втягивания P в K(ϕ) по направлению
p0(t). (см. [1]).

Итак, имеем следующее утверждение:
пусть Ln : C(∆)→ C(∆) последовательность
линейных положительных операторов, таких,
что Ln(1, x) = 1, ‖Ln(

∑r
i=1(ti − xi)2, x)‖ → 0.

Если, кроме того, для x ∈ ∆ выполняется

lim
n→∞

Ln(
∑r

i=1(ti − xi)2m+2, x)

Ln(
∑r

i=1(ti − xi)2m, x)
= 0,

то для f(t) ∈ C2m(∆) верна оценка

Ln(f(t), x) = f(x)+

+

2m∑
i=1

1

i!

∑
|τ |=i

∂if∏
j∈τ ∂tj

(x)Ln(
∏
j∈τ

(tj − xj), x)+

+o(Ln(

r∑
j=1

(tj − xj)2m, x)).

Заключение

Итак, как показывают примеры, рассмот-
ренные в п. 4, теоремы 1 и 2 из п. 2 являют-
ся эффективным аппаратом получения теорем
типа теоремы Вороновской. Хотя и нет спосо-
ба «вычисления» функционала Вороновской,
применение метода точек втягивания позволя-
ет разобраться в ситуациях, которые вызыва-
ют большие технические трудности при непо-
средственном подходе. Так, случай функций
нескольких переменных (пример 4 п. 4) уда-
лось разобрать только используя выше ука-
занный метод.
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