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О ПРЕДЕЛЬНЫХ РАСПРЕДЕЛЕНИЯХ СТЕПЕНЕЙ
ВЕРШИН КОНФИГУРАЦИОННОГО ГРАФА

И. А. Чеплюкова
Институт прикладных математических исследований
Карельского научного центра РАН

Для моделирования сложных сетей телекоммуникаций, в частности Интернета,
часто используется конфигурационный граф, степени вершин которого явля-
ются независимыми одинаково распределенными случайными величинами. В
настоящей статье рассматривается случайный граф, содержащий N + 1 вер-
шину. Cлучайные величины η1, . . . , ηN являются независимыми одинаково рас-
пределенными, равными степеням вершин с номерами от 1 до N , у которых
вероятность P{ηi = k}, i = 1, . . . , N, эквивалентна h(k)/kτ при k →∞, где h(k)
интегрируемая на любом конечном интервале медленно меняющаяся функция
и τ > 1. Вершина с номером 0 является фиктивной, ее степень равна 1, если
сумма степеней всех остальных вершин является нечетной, в противном случае
степень равна 0. Рассматривается множество таких графов при условии, что
сумма степеней всех основных вершин равна n. Получены предельные распре-
деления максимальной степени и числа вершин с заданной степенью в случае,
когда 1 < C1 6 n/N 6 C2 < Eη1 при N,n→∞.

Ключ е вы е c л о в а: случайный граф; конфигурационный граф; степень
вершины; предельное распределение.

I. A. Cheplyukova. ON LIMIT DISTRIBUTIONS OF VERTEX
DEGREES IN A CONFIGURATION GRAPH
The configuration graph where vertex degrees are independent identically
distributed random variables is often used for models of complex networks such as
the Internet. We consider a random graph consisting of N +1 vertices. The random
variables η1, . . . , ηN are equal to the degrees of vertices with the numbers 1, . . . , N.
The probability P{ηi = k}, i = 1, . . . , N, is equivalent to h(k)/kτ as k →∞ where
h(x) is a slowly varying function integrable in any finite interval, τ > 1. The vertex
0 has degree 0 if the sum of degrees of all other vertices is even, else the degree is
1. We obtain the limit distribution of the maximum vertex degree and the number
of vertices with a given degree under the condition that the sum of degrees is equal
to n and N,n→∞, 1 < C1 6 n/N 6 C2 < Eη1.

Key wo r d s: random graph; configuration graph; vertex degree; limit distribution.

В последнее время уделяется большое вни-
мание изучению структуры и свойств случай-
ных графов, предназначенных для моделиро-

вания сложных сетей коммуникаций (см., на-
пример, [8, 11, 12]). Одна из наиболее из-
вестных моделей – конфигурационная модель
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с независимыми одинаково распределенны-
ми степенями вершин. Построение этой мо-
дели состоит из двух этапов. На первом эта-
пе построения конфигурационного графа, со-
стоящего из N основных и одной фиктивной
вершины, для каждой из N основных вер-
шин определяется ее степень в соответствии с
некоторым распределением вероятностей. Для
удобства изложения процесса построения та-
кой модели часто используется понятие полу-
ребра, введенное в [12]. Из каждой вершины
графа может выходить несколько полуребер,
число которых равно степени данной верши-
ны. Предполагается, что все вершины и по-
луребра различны. На втором этапе построе-
ния происходит последовательное образование
ребер: на каждом шаге два полуребра выби-
раются равновероятно и, соединившись, обра-
зуют ребро. Дополнительная вершина носит
вспомогательный характер, ее степень равна
0, если сумма всех полуребер является четным
числом, в противном случае степень равна 1.
Очевидно, что такая конструкция допускает
образование петель и кратных ребер.

Одним из основных свойств большого чис-
ла реальных сетей является то, что число вер-
шин со степенью k пропорционально k−τ при
k → ∞, где τ > 0 (см., например, [9]). Суще-
ствует множество работ (см., например, [7, 10,
12]), направленных на исследование асимпто-
тических свойств различных числовых харак-
теристик таких случайных графов при N →
∞. В частности, в [12] рассматривается слу-
чайный граф, степени вершин η которого име-
ют распределение P{η > k} = h(k)k−τ+1, где
h(k) медленно меняющаяся функция, авторы
этой работы полагают, что вид функции h(k)
не влияет на результаты исследования и при
изучении случайного графа можно заменить
h(k) на 1. В [3] доказана локальная предель-
ная теорема для суммы степеней вершин та-
кого графа. В [7] рассматривается множество
случайных графов, степени вершин которых
являются независимыми одинаково распреде-
ленными случайными величинами со степен-
ным распределением с положительным пара-
метром τ при условии, что сумма степеней вер-
шин равна n. В этой статье показано, что для
исследования асимптотического поведения та-
ких графов можно использовать обобщенную
схему размещения частиц по ячейкам [2]. В
работах [3–7] получены предельные распреде-
ления максимальной степени и числа вершин
заданной степени в таких графах в различ-
ных зонах изменения параметров n и N при
n,N →∞.

В данной работе рассматривается конфигу-
рационная модель, состоящая из N+1 зануме-
рованной вершины, в которой степени вершин
с номерами от 1 до N являются независимыми
одинаково распределеными случайными вели-
чинами η1, . . . , ηN с распределением

pk = P{ηi = k} =
h(k)

kτΣ(1, τ)
,

i = 1, . . . , N, k = 1, 2, . . . , (1)

где h(x) интегрируемая на любом конечном
интервале медленно меняющаяся функция,
τ > 1 и

Σ(x, y) =

∞∑
k=1

xk
h(k)

ky
. (2)

Далее мы будем рассматривать множество
конфигурационных графов при условии, что
сумма степеней вершин η1 + · · · + ηN = n.
Нетрудно заметить, что появление в распреде-
лении (1) медленно меняющейся функции h(x)
позволяет рассматривать данную модель в ка-
честве обобщения случайных графов, исследу-
емых в работах [3–7].

Введем независимые одинаково распреде-
ленные случайные величины ξ1, . . . , ξN , рас-
пределение которых имеет вид

pr(λ) = P{ξi = k} =
λkpkΣ(1, τ)

Σ(λ, τ)
,

i = 1, . . . , N, k = 1, 2, . . . , (3)

где λ, 0 < λ < 1 – параметр распределения.
Из (1)–(3) несложно получить, что

m = Eξ1 =
Σ(λ, τ − 1)

Σ(λ, τ)
,

(4)

σ2 = Dξ1 =
Σ(λ, τ − 2)

Σ(λ, τ)
−m2.

Пусть параметр распределения (3) выбран
так, что выполнено равенство

Σ(λ, τ − 1)

Σ(λ, τ)
= n/N. (5)

Обозначим через η(N) максимальную сте-
пень вершины и µr – число вершин степени r.
Справедливы следующие утверждения.
Теорема 1. Пусть n,N → ∞, 1 < C1 6
n/N 6 C2 < Σ(1, τ − 1)/Σ(1, τ), r выбран
так, что

Nλr+1h(r + 1)

Σ(λ, τ)(r + 1)τ
→ γ,

��
��
124



где γ некоторая положительная постоянная.
Тогда для любого фиксированного k = 0,±1, . . .

P{η(N) 6 r + k} = exp

{
− γλk

1− λ

}
(1 + o(1)).

(Здесь и далее C1, C2, . . . означают некоторые
положительные постоянные.)

Теорема 2. Пусть n,N → ∞ так, что 1 <
C1 6 n/N 6 C2 < Σ(1, τ − 1)/Σ(1, τ), r
фиксированное натуральное число. Тогда рав-
номерно относительно k таких, что ur =
(k − Npr(λ))/(σrr

√
N) лежит в любом фик-

сированном конечном интервале

P{µr = k} =
1

σrr
√

2πN
exp

{
−u

2
r

2

}
(1 + o(1)),

где

σ2rr = pr(λ)

(
1− pr(λ)− (m− r)2

σ2
pr(λ)

)
.

Теорема 3. Пусть n,N, r → ∞ так, что
1 < C1 6 n/N 6 C2 < Σ(1, τ − 1)/Σ(1, τ). То-
гда равномерно относительно целых k таких,
что (k −Npr(λ))/(

√
Npr(λ)) лежит в любом

конечном фиксированном интервале

P{µr = k} =
(1 + o(1))

k!
(Npr(λ))k×

× exp {−Npr(λ)} .

Ниже мы докажем несколько вспомога-
тельных утверждений (леммы 1–4), с помо-
щью которых будут доказаны теоремы 1–3.
В основе доказательства лежит обобщенная
схема размещений, введенная В. Ф. Колчи-
ным (см., например, [2]). Из (1)–(3) нетрудно
видеть, что для рассматриваемого множества
случайных графов справедливо равенство

P{η1 = k1, . . . , ηN = kN} =

= P{ξ1 = k1, . . . , ξN = kN |ξ1 + . . .+ ξN = n}.

Следовательно, выполнены условия обобщен-
ной схемы размещения.

Введем два множества вспомогательных
независимых одинаково распределенных слу-
чайных величин ξ

(r)
1 , . . . , ξ

(r)
N и ξ̃

(r)
1 , . . . , ξ̃

(r)
N

таких, что

P{ξ(r)1 = k} = P{ξ1 = k|ξ1 6 r},

P{ξ̃(r)1 = k} = P{ξ1 = k|ξ1 6= r}, k = 1, 2, . . . (6)

Пусть

ζN = ξ1 + . . .+ ξN , ζ
(r)
N = ξ

(r)
1 + . . .+ ξ

(r)
N ,

ζ̃
(r)
N = ξ̃

(r)
1 + . . .+ ξ̃

(r)
N , Pr = P{ξ1 > r}.

В [2] показано, что

P{η(N) 6 r} = (1− Pr)N
P{ζ(r)N = n}
P{ζN = n}

, (7)

P{µr = k} =

(
N

k

)
pkr (λ)(1− pr(λ))N−k×

×
P{ζ̃(r)N−k = n− kr}

P{ζN = n}
. (8)

Лемма 1. При выполнении условий теоре-
мы 1 справедливо

NPr+k = γλk(1− λ)−1(1 + o(1)).

Доказательство. Легко видеть, что

NPr+k = N
∑
i>0

pr+k+i+1(λ) =

= N

 M∑
i=0

pr+k+i+1(λ) +
∑

i>M+1

pr+k+i+1(λ)

 , (9)

где выбор положительной постояннойM будет
ясен из дальнейшего.

Рассмотрим сумму
M∑
i=0

pr+k+i+1(λ). Из (1)–

(3) получаем, что

M∑
i=0

pr+k+i+1(λ) = pr+1(λ)×

×
M∑
i=0

λk+ih(r + k + i)

h(r + 1)

(
1− k + i

r + k + i+ 1

)τ
. (10)

Согласно условию леммы 1 < C1 6 n/N 6
C2 < Σ(1, τ − 1)/Σ(1, τ), тогда из (5) следует,
что

0 < C3 6 λ 6 C4 < 1. (11)

Известно (см., например, [1]), что интегри-
руемые на любом конечном интервале медлен-
но меняющиеся функции обладают следующи-
ми свойствами:

1. При больших x функция h(x) > 1/
√
x;

2. lim
x→∞

h(x+t)
h(x) = 1, t > 0;
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3. lim
x→∞

h(x)
xε = 0, lim

x→∞
h(x)xε =∞,

при всех значениях ε > 0;

4. Допускается следующее каноническое
представление

h(x) = c(x) exp


x∫
α

ε(t)

t
dt

 ,

где при x→∞

c(x)→ c 6= 0, ε→ 0,

а число α > 0.

Используя третье свойство медленно меня-
ющейся функции, из условий теоремы 1 и (11),
несложно показать, что r пропорционально
lnN. Тогда из равенства (10) и второго свой-
ства медленно меняющейся функции находим,
что

M∑
i=0

pr+k+i+1(λ) = pr+1(λ)

M∑
i=0

λk+i(1 + o(1)).

Следовательно, при выборе достаточно боль-

шого M сумма
M∑
i=0

pr+k+i+1(λ) сколь угодно
мало отличается от

λr+k+1h(r + 1)

Σ(λ, τ)(r + 1)τ (1− λ)
(1 + o(1)). (12)

Осталось показать, что

∑
i>M+1

pr+k+i+1(λ) = o

(
M∑
i=0

pr+k+i+1(λ)

)
. (13)

Из (1)–(3) несложно получить, что∑
i>M+1

pr+k+i+1(λ) =
λr+k+1

Σ(λ, τ)(r + 1)τ
×

×
∑

i>M+1

λi
(

1− k + i

r + k + i+ 1

)τ
×

×h(r + k + i+ 1). (14)

Для справедливости равенства (13) доста-
точно показать, что выполнено следующее
соотношение∑

i>M+1

λi
(

1− k + i

r + k + i+ 1

)τ
×

×h(r + k + i+ 1)

h(r + 1)
→ 0. (15)

Разделим область суммирования {i : i > M +
1} на три части:

K1 = {i : M + 1 6 i < C5r};

K2 = {i : i > C5r, i = o(N ε)};

K3 = {i : i > C6N
ε},

где ε – некоторая положительная постоянная.
Из первого и третьего свойств медленно ме-

няющейся функции h(x) нетрудно получить,
что ∑

K3

λi
(

1− k + i

r + k + i+ 1

)τ
×

×h(r + k + i+ 1)

h(r + 1)
6 C7

√
r + 1

∑
K3

λiiε 6

6 C7
λC8Nε

1− λC9
→ 0. (16)

Используя канонический вид медленно ме-
няющейся функции h(x), можно показать, что∑

K1

λi
(

1− k + i

r + k + i+ 1

)τ
×

×h(r + k + i+ 1)

h(r + 1)
6 C10

∑
K1

λi×

× exp


r+k+i+1∫
r+1

ε(t)

t
dt

 6 C11
λM+1

1− λ
, (17)

следовательно, выбором достаточно большого
M последняя сумма может быть сделана сколь
угодно малой.

Применяя первое и третье свойства медлен-
но меняющейся функции, несложно получить,
что ∑

K2

λi
(

1− k + i

r + k + i+ 1

)τ
×

×h(r + k + i+ 1)

h(r + 1)
→ 0. (18)

Из (14)–(18) следует справедливость (13). То-
гда утверждение леммы 1 вытекает из соотно-
шений (9), (12) и (13).

��
��
126



Лемма 2. Пусть n,N → ∞ так, что 1 <
C1 6 n/N 6 C2 < Σ(1, τ − 1)/Σ(1, τ). То-
гда равномерно относительно целых k таких,
что (k− n)/(σ

√
N) лежит в любом фиксиро-

ванном конечном интервале

P{ζN = k} =
1 + o(1))

σ
√

2πN
exp

{
−(k − n)2

2σ2N

}
.

Доказательство. Докажем слабую сходи-
мость к нормальному закону. Обозначим через
ϕ(t) характеристическую функцию случайной
величины ξ1. Тогда

ϕ(t) =
Σ(eitλ, τ)

Σ(λ, τ)
.

В дальнейшем нам потребуется явный вид тре-
тьей производной от lnϕ(t). Из (3) несложно
получить, что

(lnϕ(t))′′′ = i

(
−Σ(eitλ, τ − 3)

Σ(eitλ, τ)
+

+3
Σ(eitλ, τ − 2)Σ(eitλ, τ − 1)

Σ2(eitλ, τ)
−

−2
Σ3(eitλ, τ − 1)

Σ3(eitλ, τ)

)
.

Отсюда, из (2) и (11), легко видеть, что

|(lnϕ(t))′′′| 6 C12Σ(λ, τ − 3) +

(19)

+C13Σ(λ, τ − 2)Σ(λ, τ − 1) + C14Σ
3(λ, τ − 1).

Рассмотрим Σ(λ, τ−j), j = 0, 1, 2, 3. Используя
каноническое представление медленно меняю-
щейся функции, из (2) находим, что

Σ(λ, τ − j) =

=

M∑
k=1

λk

kτ−j
c(k) exp


k∫
α

εt

t

+
∑
k>M

λkh(k)

kτ−j
6

6 max
16k6M

c(k)

M∑
k=1

λC15k +
∑
k>M

λC16k,

значит, при достаточно большом M справед-
лива следующая оценка:

Σ(λ, τ − j) 6 C17, j = 0, 1, 2, 3. (20)

Из (19) и (20) получаем, что

|(lnϕ(t))′′′| 6 C18. (21)

При достаточно малых t справедливо
равенство

lnϕ(t) = t (lnϕ(t))′ |t=o +
t2

2
(lnϕ(t))′′ |t=o+

+
t3

3!
Q(t),

где
|Q(t)| 6 2 max

|u|6|t|
|(lnϕ(u))′′′|.

Тогда

lnϕ(t) = itm+
t2

2
σ2 +

t3

3!
Q(t). (22)

Пусть ϕN (t) означает характеристиче-
скую функцию случайной величины (ζN −
k)/(σ

√
N). Тогда

ϕN (t) = exp

{
− int

σ
√
N

}
ϕN
(

t

σ
√
N

)
.

Учитывая, что в рассматриваемой зоне изме-
нения параметров n и N дисперсия σ2 > C19,
из (21) и (22) находим, что

lnϕN (t) =
t2

2
+ o(1). (23)

Согласно формуле обращения, представим
вероятность P{ζN = k} в виде следующего
интеграла

P{ζN = k} =
1

σ
√

2πN

πσ
√
N∫

−πσ
√
N

e−iztϕN (t)dt,

где z = (k − n)/(σ
√
N). Учитывая, что

1√
2π
e−z

2/2 =
1

2π

∞∫
−∞

e−izt−t
2/2dt, (24)

разность

R = 2π[σ
√
NP{ζN = k} − (2π)−1/2e−z

2/2]

можно представить в виде суммы четырех
интегралов: R = I1 + I2 + I3 + I4, где

I1 =

A∫
−A

e−izt[ϕN (t)− e−t2/2]dt,

I2 =

∫
A<|t|<εσ

√
N

e−iztϕN (t)dt,

(25)

I3 =

∫
εσ
√
N6|t|6πσ

√
N

e−iztϕN (t)dt,

I4 = −
∫

A<|t|

e−izt−t
2/2dt,
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выбор положительных постоянных A и ε будет
ясен из дальнейшего.

Для доказательства леммы 2 достаточно
показать, что разность R стремится к нулю.

Из (23) следует, что I1 → 0. Кроме того,

|I4| 6
∫

A<|t|

e−t
2/2dt, (26)

и выбором достаточно большого A интеграл I4
можно сделать сколь угодно малым.

Оценим интеграл I2. Из соотношений (21)
и (22), учитывая, что σ2 > C19, получаем, что

|ϕN (t)| 6 e−C20t2 ,

следовательно, для I2 справедлива следующая
оценка:

|I2| 6
∫

A<|t|

e−C20t2dt,

и выбором достаточно большого A интеграл I2
можно сделать сколь угодно малым.

Рассмотрим I3. Для ε 6 |t| 6 π справедли-
во неравенство

|ϕ(t)| 6 e−C21 ,

тогда несложно видеть, что при N →∞ инте-
грал I3 → 0, это и завершает доказательство
леммы 2.

Лемма 3. Пусть выполнены условия теоре-
мы 1. Тогда равномерно относительно целых
k таких, что (k−n)/(σ

√
N) лежит в любом

фиксированном конечном интервале

P{ζ(r)N = k} =
1 + o(1)

σ
√

2πN
exp

{
−(k − n)2

2σ2N

}
.

Доказательство. Представим вероятность
P{ζ(r)N = k} в виде следующего интеграла

P
{
ζ
(r)
N = k

}
=

1

2πσ
√
N

πσ
√
N∫

−πσ
√
N

e−iztϕr(t)dt,

где z = (k−n)/(σ
√
N), а ϕr(t) означает харак-

теристическую функцию случайной величины
(ζ

(r)
N − n)/(σ

√
N).

Используя равенство (24), разность

R = 2π[σ
√
NP{ζ(r)N = k} − (2π)−1/2e−t

2/2]

можно представить в виде суммы четырех ин-
тегралов: R = I

(r)
1 + I

(r)
2 + I

(r)
3 + I4, где I4

определен в (25), а интегралы I
(r)
1 –I(r)3 стро-

ятся аналогично I1–I3, заданных при доказа-
тельстве леммы 2 с заменой ϕN (t) на ϕr(t).

Рассмотрим I
(r)
1 . Легко видеть, что

ϕr(t) = exp

{
− itn

σ
√
N

}
(1−Pr)−NϕN

(
t

σ
√
N

)
×

(27)

×

(
1− (1 + o(1))

∞∑
k=r+1

pk(λ) exp

{
itk

σ
√
N

})N
.

Несложно заметить, что
∞∑

k=r+1

pk(λ) exp

{
tk

σ
√
N

}
=

= Pr +R(t), (28)

где

R(t) 6

∣∣∣∣ t

σ
√
N

∣∣∣∣ ∞∑
k=r+1

pk(λ)k.

Учитывая, что при выполнении условий теоре-
мы 1 r пропорционально lnN, из (1)–(3), пер-
вого и третьего свойств медленно меняющейся
функции можно получить, что

t

σ
√
N

∑
k>r

pk(λ)k 6
t(r + 1)2pr+1

σ
√
N(1− λ)

= o

(
1

N

)
.(29)

Тогда из (23), (27) и (28) следует, что ϕr(t)→
e−t

2/2, значит I(r)1 → 0.
Из соотношений (19), (21), (22) и (27) нахо-

дим, что

|ϕr(t)| 6 (1−Pr)−N
(

exp

{
−C22t

2

N

}
+
C23

N

)N
.

Тогда при выполнении условий леммы спра-
ведливо

|I(r)2 | 6 C24

∞∫
A

e−C25t2dt.

Следовательно, интеграл I(r)2 может быть сде-
лан сколь угодно малым выбором достаточно
большого A.

Используя (27) и (29), легко оценить инте-
грал I

(r)
3 аналогично оценке I3 в доказатель-

стве леммы 2, а для I4 справедлива оценка
(26), что и завершает доказательство леммы
3.
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Из (3) и (6) несложно найти, что

mr = Eξ̃
(r)
1 = (m− rpr(λ))/(1− pr(λ)),

σ2r = Dξ̃
(r)
1 =

σ2

(1− pr(λ))2
×

×
(

1− pr(λ)− (m− r)2

σ2
pr(λ)

)
. (30)

Аналогично леммам 2 и 3 нетрудно до-
казать справедливость следующего утвержде-
ния.

Лемма 4. Пусть n,N → ∞ так, что 1 <
C1 6 n/N 6 C2 < Σ(1, τ − 1)/Σ(1, τ). То-
гда для S = N(1 − pr(λ))(1 + o(1)) равномер-
но относительно целых k таких, что z =
(k − Smr)/(σr

√
S) лежит в любом фиксиро-

ванном конечном интервале

P
{
ζ̃
(r)
S = k

}
=

1

σr
√

2πS
e−z

2/2(1 + o(1)).

Теперь мы можем доказать теоремы 1–3.
Пусть выполнены условия теоремы 1. Тогда из
леммы 1 легко получить, что при целых фик-
сированных k

(1− Pr+k)N =

= exp{−γλk(1− λ)−1}(1 + o(1)). (31)

Из лемм 2 и 3 находим, что

P{ζ(r)N = n}/P{ζN = n} → 1.

Отсюда и из (7), (31) следует утверждение тео-
ремы 1.

Получить теорему 2 нетрудно, воспользо-
вавшись нормальным приближением биноми-
ального рапределения при Npr(λ)(1−pr(λ))→
∞, справедливом для всех k таких, что

(k −Npr(λ))/
√
Npr(λ)(1− pr(λ))

лежит в любом конечном интервале:(
N

k

)
pkr (λ)(1− pr(λ))N−k =

=
1 + o(1)√

2πNpr(λ)(1− pr(λ))
×

× exp

{
− (k −Npr(λ))2

2Npr(λ)(1− pr(λ))

}
.

Тогда из лемм 2 и 4, равенств (8) и (30) следует
утверждение теоремы 2.

Для доказательства теоремы 3 заметим,
что в силу (3) и (11) верно соотношение
pr(λ)→ 0 и, согласно пуассоновскому прибли-
жению биномиального распределения, спра-
ведливому равномерно относительно целых k,
для которых (k − Npr(λ))/

√
Npr(λ) лежит в

любом конечном интервале,(
N

k

)
pkr (λ)(1− pr(λ))N−k =

=
(Npr(λ))k

k!
e−Npr(λ)(1 + o(1)). (32)

Используя леммы 2, 4 и соотношение (30), по-
лучаем, что

P{ζ̃(r)N−k = n− kr}/P{ζN = n} → 1,

поэтому теорема 3 следует из (8) и (32).

Работа выполнена при поддержке Россий-
ского фонда фундаментальных исследований,
грант 13-01-00009.
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