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ВЕРОЯТНОСТНЫЙ АНАЛИЗ СХЕМ РАЗМЕЩЕНИЯ
ЧАСТИЦ ПО ЯЧЕЙКАМ С ФИКСИРОВАННЫМ
ЗНАЧЕНИЕМ ИХ МИНИМАЛЬНОГО ЗАПОЛНЕНИЯ
Н. Ю. Энатская
Московский институт электроники и математики,
Национальный исследовательский университет «Высшая школа экономики», Россия

В схемах равновероятного размещения r частиц по n ячейкам изучаются веро-
ятностные распределения минимальных уровней заполнения ячеек, чисел яче-
ек с фиксированным минимальным уровнем заполнения и числа пустых ячеек.
Рассматриваемые схемы отличаются разными парными качествами ячеек и ча-
стиц по их различимости.

Ключ е вы е c л о в а: варианты размещения частиц; число пустых ячеек; ве-
роятностное распределение минимального заполнения ячеек.

N. Yu. Enatskaya. PROBABILITY ANALYSIS OF THE
SCHEMES OF PARTICLE ALLOCATION TO CELLS WITH A
FIXED MINIMUM FILLING VALUE
Schemes of equiprobable allocation of r particles to n cells are studied for the
probability distributions of minimum cell fill levels, numbers of cells with a fixed
minimum fill level, and the number of empty cells. The schemes have different paired
qualities of cells and particles in terms of their distinguishability.

K e ywo r d s: particle allocation variants; number of empty cells; probability
distribution of the minimal numbers of elements per cells.

Введение

Вероятностные распределения указанных
для исследования характеристик определяют-
ся в следующих четырех схемах размещения
частиц по ячейкам, характеризующихся раз-
ными парными качествами ячеек и частиц в
них:

схема A – размещение различимых частиц
по различимым ячейкам;

схема B – размещение различимых частиц
по неразличимым ячейкам;

схема C – размещение неразличимых ча-
стиц по различимым ячейкам;

схема D – размещение неразличимых ча-
стиц по неразличимым ячейкам.

Вероятностный анализ схем проводится на
основе процедур прямого перечисления благо-
приятных исходов схем для допустимых значе-
ний изучаемых характеристик со следующими
обозначениями:

U – минимальный уровень заполнения яче-
ек в исходе схемы;

µk – число ячеек с минимальным уровнем
заполнения U = k, где k – целое > 0;

µ0 – число пустых ячеек.
Для всех схем считаем, что r > nk.
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Укажем диапазоны изменения возможных
значений k, µk изучаемых характеристик.
Очевидно, что

k = 0, [r/n], (1)

где [Z] – целая часть числа Z,

µk = l, L, (2)

где для µk при заданном значении k величи-
ны l и L очевидно определяются из условий
r−µkk > (n−µk)(k+ 1), т. к. µk ячеек с k ча-
стицами, а остальные (n−µk) ячеек с более чем
k частицами, откуда r > µkk+ (n− µk)(k+ 1),
а L = n, когда r = nk, или L = n − 1, ко-
гда r > nk , что можно записать следующими
формулами для значений l и L:

l = max(1, n(k + 1)− r),

J = 1− Cn+r−nk
n , L = n− J. (3)

Число пустых ячеек равно 0 при U = k > 0.
Вероятностный анализ характеристик схем

начнем с нахождения распределения случай-
ной величины (с. в.) U с учетом разных ка-
честв ячеек и частиц (по их различимости):

а) при различимости ячеек будем разли-
чать варианты наборов составов частиц в
ячейках (для различимых частиц) или их ко-
личеств (для неразличимых частиц);

б) при различимости частиц будем разли-
чать наборы составов частиц в ячейках с уче-
том порядка этих наборов (для различимых
ячеек) или без учета их порядка (для нераз-
личимых ячеек).

Теперь по приведенным общим соображе-
ниям будем находить вероятностные распре-
деления исследуемых характеристик в каждой
схеме со спецификой, определяемой качества-
ми ячеек и частиц.

1. Вероятностный анализ схемы A

Теорема 1. Для вероятностного распределе-
ния минимального заполнения ячеек при k,
удовлетворяющего (1), выполняется соотно-
шение

P (U = k) =
MA(k)

nr

=
1

nr

L∑
i=l

∑
({w̄})

(
r!∏n

j=1wj !

)(
n!∏r

a=0 qa!

)
,

(4)

где MA(k) – число исходов события (U =
k), т. е. все варианты размещения частиц
в схеме, когда в части ячеек по k частиц, а

в остальных ячейках больше, чем по k, по-
следняя сумма производится по перечислению
всех наборов {w̄} уровней заполнения ячеек
w̄ = (w1, . . . , wn) в данном их порядке при
каждой фиксации числа i ячеек с их задан-
ным минимальным уровнем заполнения k, а
q̄ = (q0, . . . , qr) – вторая маркировка уровней
заполнения ячеек, где qa – число ячеек с уров-
нем заполнения a, a = 0, r.

Доказательство. Число исходов NA схемы A
размещения различимых частиц по различи-
мым ячейкам известно: NA = nr. Вероятность
P (U = k) для допустимых по (1) значений k
будем искать в виде MA(k)/nr. Число исходов
MA(k) определяется по процедуре их перечис-
ления в следующем порядке:

1) перечисляем все допустимые по (2) и (3)
значения µk ячеек, содержащих ровно по
k частиц;

2) для каждого значения µk = i из 1) пе-
речисляем все размеры превышения за-
данного уровня заполнения остальных
(n − i) ячеек по схеме сочетаний с по-
вторением без пустых ячеек при разме-
щении по ним (r − nk) неразличимых
частиц числом способов Cn−i−1

r−nk−1 в виде
m̄ = (m1, . . . ,mn), где компоненты пре-
вышений перечисляются в порядке нуме-
рации ячеек, и на местах выбранных в 1)
i ячеек стоят нули;

3) прибавляя ко всем компонентам каждого
вектора из 2) m̄ по k, получаем все набо-
ры требуемых размеров уровней заполне-
ния ячеек w̄ = (w1, . . . , wn);

4) для каждого w̄ вычисляем q̄;

5) по результатам 3) и 4) по схеме переста-
новок с повторением находим число раз-
мещений r различимых частиц по n раз-
личимым ячейкам во всех заданных век-
тором w̄ количествах при фиксированном
значении i, обеспечивающих выполнение
события (U = k) – это первый сомно-
житель в круглых скобках в (4), и число
делений n ячеек на группы ячеек с сов-
падающими уровнями заполнений – это
второй сомножитель в круглых скобках
в (4).

Тогда

MA(k) =

L∑
i=l

∑
({w̄})

r!∏n
j=1wj !

n!∏r
a=0 qa!

,
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а перечисление всех наборов {w̄} при каждой
фиксации числа i ячеек с их заданным мини-
мальным уровнем заполнения k следует из пе-
речисления исходов схемы сочетаний с повто-
рением в количестве Cn−i−1

r−nk−1 в связи с перебо-
ром наборов размеров превышений уровня за-
полнения ячеек, описанным в п. 2) перечисле-
ния благоприятных исходов события (U = k),
что приводит к формуле (4).

Отсюда получаем вероятностное распреде-
ление с. в. µk при заданном значении k с. в. U ,
т. е.

P (µk = i/U = k)

= (1/MA(k))
∑

({w̄∗})

r!∏n
j=1wj !

n!∏r
a=0 qa!

, (5)

где сумма производится по перечислению всех
наборов {w̄∗} = {w̄} :

∑n
j=1 I(wj − k) = n − i

при I(Z) = 0, когда Z = 0, и I(Z) = 1, когда
Z > 0. Тогда при j = 0

P (µ0 = j) = P (U 6= 0),

и при j > 0 (6)

P (µ0 = j) = P (µ0 = j/U = 0)P (U = 0).

Замечание 1. а) Очевидно, что
∑

kMA(k) =
nr.

б) Формулы (6) верны для всех схем A –D.

Приведем числовой пример расчета вероят-
ностных распределений приведенных характе-
ристик.

Пример 1. Пусть n = 3, r = 3. Общее число
исходов схемы NA = 33 = 27; k = 0, [3/3] =
0, 1; по (2) и (3) при k = 0 i = l, L, где l =
max(1, 3− 3) = 1, L = 2, а при k = 1 i = l, L,
где l = max(1, 6− 3) = 3, L = 3.

Для наглядности и проверки результатов
расчетов в примере приведем граф полного пе-
речисления исходов схемы на рисунке 1.

Для k = 0, i = 1 при любой фиксации од-
ной ячейки с уровнем заполнения 0 получаем
одинаковые по составу наборы уровней запол-
нения w̄ = (0, 1, 2), для которых q̄ = (1, 1, 1, 0);

для k = 0, i = 2 при любой фиксации двух
ячеек с уровнем заполнения 0 получаем одина-
ковые по составу наборы уровней заполнения
w̄ = (0, 0, 3), для которых q̄ = (2, 0, 0, 1); тогда
находим

MA(0) =
3!

0!1!2!

3!

1!1!1!0!
+

3!

0!0!3!

3!

2!0!0!1!

= 18 + 3 = 21.

Рис. 1. Граф перечисления исходов схемы A в при-
мере 1
Fig. 1. Enumeration graph of outcomes of the scheme
A in example 1

Отсюда по (4) получаем P (U = 0) = 21/27 =
7/9.

Для k = 1, i = 3 при фиксации трех ячеек
с уровнем заполнения 1 получаем один набор
уровней заполнения w̄ = (1, 1, 1), для которого
q̄ = (0, 3, 0, 0); тогда находим

MA(1) =
3!

1!1!1!

3!

0!3!0!0!
= 6.

Проверка по замечанию 1: MA(0) + MA(1) =
27 = 33.

В результате получено: P (U = 0) = 7/9;
P (U = 1) = 2/9 – вероятностное распределе-
ние минимального уровня заполнений в схеме.
Отсюда по (5) находим условные распределе-
ния для с. в. µk:

P (µ0 = 1/U = 0) = 18/21 = 6/7;

P (µ0 = 2/U = 0) = 3/21 = 1/7;

P (µ1 = 3/U = 1) = 6/6 = 1.

Тогда число пустых ячеек µ0 имеет по (6)
распределение

P (µ0 = 0) = 6/27 = 2/9;

P (µ0 = 1) = 18/27 = 6/9;

P (µ0 = 2) = 3/27 = 1/9.

Все полученные результаты совпадают с
расчетами по графу на рисунке 1.
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2. Вероятностный анализ схемы B

Теорема 2. Для вероятностного распределе-
ния минимального заполнения ячеек при k,
удовлетворяющего (1), выполняется соотно-
шение

P (U = k) =
MB(k)

NB

=
1

NB

L∑
i=l

∑
({w̄})

r!∏n
j=1wj !

∏n∗

a=1 qa!
,

(7)

где число исходов NB схемы B размещения
различимых частиц по неразличимым ячей-
кам, MB(k) – число исходов события (U=k),
т. е. все варианты размещения частиц в схе-
ме, когда в части ячеек по k частиц, а в
остальных ячейках больше, чем по k, а по-
следняя сумма производится по перечисле-
нию всех наборов {w̄} уровней заполнения яче-
ек w̄ в порядке их возрастания при каж-
дой фиксации числа i ячеек с их заданным
минимальным уровнем заполнения k, а q̄ =
(q1, . . . , qn∗) – вторые маркировки уровней за-
полнения ячеек по всем положительным за-
полнениям n∗ 6 r.

Доказательство. Число исходов NB схемы B
размещения различимых частиц по неразли-
чимым ячейкам NB получено в [1]. Вероят-
ность P (U = k) для допустимых по (1) значе-
ний k будем искать в виде MB(k)/NB. Число
исходов MB(k) определяется по процедуре их
перечисления в следующем порядке:

1) при заданном по (1) числе k по всем до-
пустимым по (2) и (3) значениям i яче-
ек с минимальным уровнем заполнения
k перечисляем все размеры превышения
заданного уровня заполнения остальных
(n− i) ячеек по схеме деления остальных
(r−nk) частиц, считая их номера от 1 до
(r−nk), на (n− i) непустых частей по [2]
и проводя по ним перечисление всех раз-
ных упорядоченных по возрастанию на-
боров размеров этих превышений по всем
(n− i) ячейкам, в виде m̄ = (m1, . . . ,mn),
где первые i компонент = 0;

2) прибавляя ко всем компонентам каждо-
го вектора из 1) m̄ по k, получаем все
наборы требуемых размеров уровней за-
полнения ячеек w̄ = (w1, . . . , wn), среди
которых проводим вторые маркировки по
всем положительным размерам заполне-
ний n∗ 6 r вида q̄ = (q1, . . . , qn∗);

3) по результату 2) по схеме из [3] находим
число размещений r различимых частиц

по n различимым ячейкам во всех задан-
ных вектором w̄ количествах при фик-
сированном значении i, обеспечивающих
выполнение события (U = k).

Тогда в связи с неразличимостью ячеек,
учитывая делением на

∏n∗

a=1 qa! неразличи-
мость перестановок составов ячеек, совпада-
ющих по уровням > 1 заполнения ячеек, по-
лучаем число исходов схемы

MB(k) =

L∑
i=l

∑
({w̄})

r!∏n
j=1wj !

∏n∗

a=1 qa!
,

где первая сумма производится по значени-
ям i, а вторая – по перечислению всех набо-
ров {w̄} при каждом значении i с их задан-
ным минимальным уровнем заполнения k, ко-
торое следует из перечисления исходов указан-
ной схемы из [2] в связи с перебором наборов
размеров превышений уровня заполнения яче-
ек, описанным в п. 1) перечисления благопри-
ятных исходов события (U = k) (значение k
меняется по (1)).

Отсюда получаем вероятностное распреде-
ление с. в. µk при заданном значении k с. в. U ,
т. е.

P (µk = i/U = k)

= (1/MB(k))
∑

({w̄∗})

r!∏n
j=1wj !

∏n∗

a=1 qa!
, (8)

где сумма производится по перечислению всех
наборов {w̄∗} = {w̄} :

∑n
j=1 I(wj − k) = n − i

при I(Z) = 0, когда Z = 0, и I(Z) = 1, когда
Z > 0.

Тогда вероятностное распределение с. в. µ0

снова находится по (6).

Замечание 2. Очевидно, что
∑

kMB(k) –
число исходов схемы В.

Приведем числовой пример расчета вероят-
ностных распределений приведенных характе-
ристик.

Пример 2. Пусть n = 3, r = 4. Общее чис-
ло исходов схемы NB по [1] равно 14 и можно
проверить по графу перечисления (см. рис. 2);
k = 0, [4/3] = 0, 1; по (2) и (3) при k = 0 i =
l, L, где l = max(1, 3 − 4) = 1, L = 2, а при
k = 1 i = l, L, где l = max(1, 6 − 4) = 2,
L = 2.

Для k = 0, i = 1 получаем все w̄ – это
w̄ = (0, 1, 3) с q̄ = (1, 1) и w̄ = (0, 2, 2) с q̄ = (2).
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Рис. 2. Граф перечисления всех исходов схемы B
в примере 2
Fig. 2. Enumeration graph of all outcomes of the
scheme B in example 2

Для k = 0, i = 2 получаем все w̄ – это
w̄ = (0, 0, 4) с q̄ = (1). Отсюда по (7) находим

P (U = 0)

= (1/14)(
4!

0!1!3!1!1!
+

4!

0!2!2!2!
+

4!

0!0!4!1!
)

= (1/14)(4+3+1) = 8/14 = 4/7 (MB(0)=8).

Для k = 1, i = 2 получаем все w̄ – это
w̄ = (1, 1, 2) с q̄ = (2, 1). Отсюда по (7) находим

P (U = 1)

= (1/14)
4!

1!1!2!2!1!
= 6/14 = 3/7 (MB(1) = 6).

По замечанию 2 число исходов схемы есть
MB(0) +MB(1) = 14.

В результате получено: P (U = 0) = 4/7;
P (U = 1) = 3/7 – вероятностное распределе-
ние минимального уровня заполнений в схеме.
Отсюда по (8) находим условные распределе-
ния для с. в. µk:

P (µ0 = 1/U = 0) = 7/8;
P (µ0 = 2/U = 0) = 1/8;
P (µ1 = 1/U = 1) = 0/6 = 0;
P (µ1 = 2/U = 1) = 6/6 = 1;
P (µ1 = 3/U = 1) = 0/6 = 0.

Тогда число пустых ячеек µ0 имеет по (6)
распределение

P (µ0 = 0) = 6/14;
P (µ0 = 1) = 7/14;
P (µ0 = 2) = 1/14.

Вероятностный анализ схемы C

Подобная схема исследовалась в [5].

Теорема 3. Для вероятностного распределе-
ния минимального заполнения ячеек при k,
удовлетворяющего (1), выполняется соотно-
шение

P (U = k) =
MC(k)

Cr
n+r−1

при r = nk и

P (U = k) =
MC(k)

Cr
n+r−1

=
1

Cr
n+r−1

L∑
i=l

Ci
nC

n−i−1
r−nk−1

(9)

при r > nk, где MC(k) – число исходов собы-
тия (U = k), т. е. все варианты размещения
частиц в схеме, когда в части ячеек по k ча-
стиц, а в остальных ячейках больше, чем по
k частиц.

Доказательство. Число исходов NC схемы C
размещения неразличимых частиц по разли-
чимым ячейкам известно: NC = Cr

n+r−1. Веро-
ятность P (U = k) для допустимых по (1) зна-
чений k будем искать в виде MC(k)/Cr

n+r−1,
где число MC(k) определяется по процедуре
их перечисления в следующем порядке:

1) перечисляем все допустимые по (2) и (3)
фиксации i ячеек, содержащих ровно по
k частиц числом способов Ci

n;

2) для каждой фиксации 1) перечисляем все
размещения остальных (r−nk) частиц по
остальным (n − i) ячейкам по схеме со-
четаний с повторением без пустых ячеек
числом способов Cn−i−1

r−nk−1. Они и опреде-
ляют все возможные благоприятные со-
бытию (U = k) исходы при данной фик-
сации ровно i ячеек с минимальным уров-
нем заполнения k.

Тогда MC(k) = 1 при r = nk и

MC(k) =

L∑
i=l

Ci
nC

n−i−1
r−nk−1

при r > nk, что и приводит к формуле (9).
Отсюда получаем вероятностное распреде-

ление с. в. µk при заданном значении k с. в. U ,
т. е. P (µk = i/U = k) = (1/MC(k)) при r = nk
и

P (µk=i/U=k) = (1/MC(k))Ci
nC

n−i−1
r−nk−1 (10)

при r > nk. Тогда вероятностное распределе-
ние с. в. µ0 снова находится по (6).
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Приведем числовой пример расчета вероят-
ностных распределений приведенных характе-
ристик.

Пример 3. Пусть n = 3, r = 4. Общее число
исходов схемы NA = C4

6 = 15; k = 0, [4/3] =

0, 1; по (2) и (3) при k = 0 i = l, L, где l =
max(1, 3− 4) = 1, L = 2, а при k = 1 i = l, L,
где l = max(1, 6− 4) = 2, L = 2.

Для наглядности и проверки результатов
расчетов в примере приведем граф полного пе-
речисления исходов схемы на рисунке 3, где
исходы будем задавать в виде перечня уровней
заполнения ячеек в порядке их нумерации.

Рис. 3. Граф перечисления исходов схемы C в при-
мере 3
Fig. 3. Enumeration graph of outcomes of the scheme
C in example 3

По формуле (9) при k = 0 получаем

P (U = 0) = (1/15)(C1
3C

1
3 + C2

3C
0
3 )

= (9 + 3)/15 = 12/15 = 4/5 (MC(0) = 12),

а при k = 1

P (U = 1) = (1/15)C2
3C

0
0 = 3/15 = 1/5

(MC(1) = 3).

В результате получено: P (U = 0) = 4/5;
P (U = 1) = 1/5 – вероятностное распределе-
ние минимального уровня заполнений в схеме.
Отсюда по (10) находим условные распределе-
ния для с. в. µk:

P (µ0 = 1/U = 0) = 9/12 = 3/4;
P (µ0 = 2/U = 0) = 3/12 = 1/4;
P (µ1 = 2/U = 1) = 3/3 = 1.
Тогда число пустых ячеек µ0 имеет по (6)

распределение
P (µ0 = 0) = 3/15 = 1/5;
P (µ0 = 1) = 9/15 = 3/5;
P (µ0 = 2) = 3/15 = 1/5.
Все полученные результаты совпадают с

расчетами по графу на рисунке 3.

Вероятностный анализ схемы D

Теорема 4. Для вероятностного распределе-
ния минимального заполнения ячеек при k,
удовлетворяющего (1), выполняется соотно-
шение

P (U = k) =
MD(k)

N∗(r, n)

=
1

N∗(r, n)

L∑
i=l

N(r − nk, n− i),
(11)

где N∗(r, n) – число исходов схемы D размеще-
ния неразличимых частиц по неразличимым
ячейкам, а число исходов в той же схеме без
пустых ячеек обозначено через N(r, n),MD(k)
– число исходов события (U = k), т. е. все ва-
рианты размещения частиц в схеме, когда в
части ячеек по k частиц, а в остальных ячей-
ках больше, чем по k частиц.

Доказательство. В [4] получены число исхо-
дов схемы D размещения неразличимых ча-
стиц по неразличимым ячейкамN∗(r, n) и чис-
ло исходов в той же схеме без пустых яче-
ек N(r, n) (в обозначениях [4]). Вероятность
P (U = k) для допустимых по (1) значений
k будем искать в виде MD(k)/N∗(r, n), где
MD(k) – число благоприятных исходов собы-
тия (U = k), т. е. все варианты размещения
частиц в схеме, когда в части ячеек по k ча-
стиц, а в остальных ячейках больше, чем по
k частиц. Число MD(k) определяется по про-
цедуре их перечисления: при заданном по (1)
числе k при всех допустимых по (2) и (3) зна-
чениях i ∈ [l, L], считая, что во всех n ячей-
ках уже находится по k частиц, размещаем
(r − nk) остальных частиц по любым (n − i)
ячейкам без пустых известным из [4] числом
N(r−nk, n−i) (в принятых там обозначениях)
способами, определяющими при каждом зна-
чении i благоприятное число исходов события
U = k.

Тогда

MD(k) =

L∑
i=l

N(r − nk, n− i),

что и приводит к формуле (11).
Отсюда получаем вероятностное распреде-

ление с. в. µk при заданном значении k с. в. U ,
т. е.

P (µk=i/U=k)=(1/MD(k))N(r−nk, n−i).
(12)

Тогда вероятностное распределение с. в. t0
снова находится по (6).
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Приведем числовой пример расчета вероят-
ностных распределений приведенных характе-
ристик.

Пример 4. Пусть n = 3, r = 4. Общее чис-
ло исходов схемы по [4] N∗(r, n) = 4, k =

0, [4/3] = 0, 1; по (2) и (3) при k = 0 i = l, L,
где l = max(1, 3 − 4) = 1, L = 2, а при
k = 1 i = l, L, где l = max(1, 6 − 4) = 2,
L = 2.

Для наглядности и проверки результатов
расчетов в примере приведем граф полного
перечисления исходов схемы на рисунке 4,
где исходы будем задавать в виде перечня
в возрастающем порядке уровней заполнения
ячеек.

Рис. 4. Граф перечисления исходов схемыD в при-
мере 4
Fig. 4. Enumeration graph of outcomes of the scheme
D in example 4

Очевидно, при k = 0, i = 1 по уровням за-
полнения ячеек получаем два исхода: (0,1,3) и
(0,2,2), а при k = 0, i = 2 один исход: (0,0,4),
откуда по (11) при k = 0 получаем

P (U = 0) = (1/4)(2 + 1) = 3/4 (MD(0) = 3),

а при k = 1, i = 2 получаем один исход: (1,1,2),
откуда по (11) получаем

P (U = 1) = 1/4 (MD(1) = 1).

В результате получено: P (U = 0) = 3/4;
P (U = 1) = 1/4 – вероятностное распределе-
ние минимального уровня заполнений в схеме.
Отсюда по (12) находим условные распределе-
ния для с. в. µk:

P (µ0 = 1/U = 0) = 2/3;
P (µ0 = 2/U = 0) = 1/3;
P (µ1 = 2/U = 1) = 1.
Тогда число пустых ячеек µ0 имеет по (6)

распределение
P (µ0 = 0) = 1/4;
P (µ0 = 1) = 1/2;
P (µ0 = 2) = 1/4.
Все полученные результаты совпадают с

расчетами по графу на рисунке 4.
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