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КРАЕВАЯ ЗАДАЧА
ВОДОРОДОПРОНИЦАЕМОСТИ
МЕМБРАН ГАЗОРАЗДЕЛЕНИЯ

Ю. В. Заика, Н. И. Родченкова

Институт прикладных математических исследований
Карельского научного центра РАН

Производство высокочистого водорода необходимо для экологически чистой
энергетики и различных химико-технологических процессов. Значительная
часть водорода будет производиться за счет конверсии метана, а также его
выделения из других углеводородных газов, не вовлеченных в процесс произ-
водства энергии. Методом измерения удельной водородопроницаемости иссле-
дуются различные сплавы, перспективные для использования в газораздели-
тельных установках. Требуется оценить параметры диффузии и сорбции с тем,
чтобы иметь возможность численно моделировать различные сценарии и усло-
вия эксплуатации материала (включая экстремальные), выделять лимитирую-
щие факторы. В статье представлены нелинейная модель водородопроницаемо-
сти и ее модификации в соответствии со спецификой эксперимента, разностная
схема решения краевой задачи и результаты численного моделирования.

Ключ е вы е c л о в а: водородопроницаемость; нелинейные краевые задачи;
разностные схемы; численное моделирование.

Yu. V. Zaika, N. I. Rodchenkova. BOUNDARY-VALUE
PROBLEM OF HYDROGEN PERMEABILITY OF GAS
SEPARATION MEMBRANES
High-purity hydrogen is required for clean energy and a variety of chemical
technology processes. A considerable part of hydrogen is to be obtained by methane
conversion and its separation from other hydrocarbon gases not involved in energy
production. Different alloys, which may be well-suited for use in gas-separation
plants, were investigated by measuring specific hydrogen permeability. One had to
estimate the parameters of diffusion and sorption to numerically model the different
scenarios and experimental conditions of the material usage (including extreme
ones), and identify the limiting factors. This paper presents a nonlinear model of
hydrogen permeability and its modifications in accordance with the specifics of the
experiment, the difference scheme for the solution of the boundary-value problem,
and the results of numerical modelling. This work is supported by the Russian
Foundation for Basic Research (Project No. 15-01-00744).
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Введение

Интерес к взаимодействию водорода с раз-
личными материалами носит многоплановый
характер [1–10]. Достаточно упомянуть зада-
чи энергетики, защиты металлов от водород-
ной коррозии, проектирования химических ре-
акторов, ракетостроения. Гидриды позволя-
ют удерживать большое количество водорода.
С этим связаны перспективы водородных ак-
кумуляторов и двигателей с высоким уровнем
безопасности: без высоких давлений и низких
температур. На обратимом легировании ме-
таллов водородом основаны пластифицирова-
ние и термоводородная обработка титановых
сплавов. Некоторые частные задачи материа-
ловедения исследованы в [11–15]. Энтузиасты
говорят не только о водородной энергетике, но
и о водородной экономике [7].

Экспериментальный опыт показывает, что
лимитирующими являются не только диффу-
зионные процессы, но и физико-химические
явления на поверхности [1, 2]. Параметры пе-
реноса зависят и от технологических особен-
ностей получения партии материала, поэтому
вряд ли следует ориентироваться на получе-
ние «табличных данных», нужны эффектив-
ные алгоритмы обработки экспериментальных
кривых. В статье остановимся на методе про-
ницаемости, учитывая лишь основные факто-
ры и информационные возможности рассмат-
риваемого эксперимента. Основой для прове-
денных исследований послужили работа [16] и
данные по водородопроницаемости некоторых
перспективных сплавов [20].

Модель водородопроницаемости

Вначале кратко опишем эксперимент. Об-
разец конструкционного материала, нагретого
до фиксированной температуры, является пе-
регородкой вакуумной камеры. Предваритель-
но проведена дегазация. В начальный момент
времени на входной стороне создается давле-
ние молекулярного водорода (впрыскивается
порция газа). Измеряется падающее давление
на входе и растущее давление водорода в вы-
ходной емкости. Информационные возможно-
сти эксперимента ограничены, поэтому в моде-
ли водородопроницаемости будем учитывать
только основные факторы для прикладной за-
дачи мембранной фильтрации.

Рассмотрим перенос водорода сквозь обра-
зец материала (пластину толщины ` и площа-
ди S). Температура T постоянна в течение од-
ного эксперимента. Концентрация растворен-
ного водорода (в атомарном состоянии) отно-
сительно мала, и диффузионный поток мож-
но считать пропорциональным градиенту кон-

центрации. Часть атомов H взаимодействует
с ловушками (микродефекты различной при-
роды, включая микрополости), которые могут
удерживать водород. Ориентируясь на при-
кладной смысл задачи и возможности мето-
да проницаемости, ограничимся представле-
нием об «ограниченном стоке» без дополни-
тельной детализации. В качестве модели диф-
фузии с ограниченным захватом в объеме при-
мем нелинейную систему уравнений

∂c

∂t
= D(T )

∂2c

∂x2
− f(T , z, c), (1)

∂z

∂t
= f ≡ a(T )

[
1− z(t, x)

zmax

]
c− aout(T )z, (2)

где c(t, x) – концентрация диффундирующе-
го водорода (атомарного); z(t, x) – концентра-
ция захваченного диффузанта; D – коэффи-
циент диффузии; a ≡ ain и aout – коэффици-
енты поглощения и высвобождения атомов H
ловушками. Знак тождества часто используем
в смысле равенства по определению. Величи-
ну zmax считаем малой, захват носит характер
поправки и не требует более детального моде-
лирования. Для конструкционных материалов
(рассматривается металлический сплав) в ра-
бочем диапазоне температур T ∈ [500, 800]K,
как правило, aout � ain и в процессе на-
сыщения (проницаемости) нет необходимости
усложнять модель (далее полагаем aout = 0).
Величины D, a зависят от температуры T об-
разца по закону Аррениуса с предэкспонен-
циальными множителями D0, a0 и энергиями
активации ED, Ea (R – универсальная газо-
вая постоянная): D = D0 exp

{
−ED/[RT (t)]

}
,

a = a0 exp
{
−Ea/[RT (t)]

}
. Начальные данные:

в силу предварительной дегазации

c(0, x) = 0, z(0, x) = 0, x ∈ [0, `]. (3)

Из баланса потоков получаем следующие
нелинейные граничные условия:

−dQin

dt
=
[
µ(T )s(T )p0(t)−

− b(T )c2
0(t)
]
S = −SD ∂c

∂x

∣∣∣
x=0

, (4)

−dQout

dt
=
[
µ(T )s(T )p`(t)−

− b(T )c2
` (t)
]
S = SD

∂c

∂x

∣∣∣
x=`

. (5)

Здесь Qin(t), Qout(t) – количество атомов во-
дорода во входной емкости объема Vin и вы-
ходной емкости объема Vout, c0(t) ≡ c(t, 0),
c`(t) ≡ c(t, `). Газообразный водород в рас-
сматриваемом «рабочем» диапазоне темпера-
тур находится в молекулярной форме, но для
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единообразия, поскольку сквозь металличе-
скую мембрану диффундирует атомарный во-
дород, подсчет ведем в атомах. Согласно ки-
нетической теории газов, плотность Jp пада-
ющего на поверхность потока частиц связана
с давлением p по формуле Герца–Кнудсена:
Jp = p/

√
2πmkT (k – постоянная Больцма-

на, m – масса молекулы водорода). В контек-
сте рассматриваемой методики эксперимента
удобно в качестве единиц измерений выбрать
[`] = cm, [p] = Torr. Тогда численно получаем
зависимость Jp = µp, µ(T ) ≈ 2.474 · 1022/

√
T(

[µ] = 1H2
/(Torr cm2 s), [T ] = K

)
. На поверхно-

сти происходят процессы физической адсорб-
ции, хемосорбции, диссоциации молекул на
атомы, растворения. Лишь малая часть «на-
летающих» атомов H окажется в абсорбиро-
ванном состоянии в объеме. Это отражается
множителем s. Итак, µsp – результирующий
поток атомов в объем сквозь поверхность без
разделения на более элементарные стадии. По
контексту слово «плотность» обычно опуска-
ем. Можно вместо s написать 2s и интерпрети-
ровать безразмерный вероятностный множи-
тель s как долю абсорбируемых атомов H.

Далее, J0,` = bc2
0,` ([J ] = 1H/(cm2 s)) – это

плотности десорбции из образца (квадратич-
ность является следствием соединения двух
атомов водорода в молекулу), b – коэффици-
ент десорбции. Для s и b также предполага-
ем аррениусовскую зависимость от температу-
ры. По крайней мере формально: в экспоненте
«энергия активации» Es может оказаться и от-
рицательной величиной как линейная комби-
нация энергий активаций и теплот поверхност-
ных процессов на пути «из газа в раствор».

Отметим следующее. Если с обеих сто-
рон мембраны поддерживать постоянное дав-
ление насыщения p̄ молекулярного водорода
при постоянной температуреT , то через неко-
торое время установится равновесная концен-
трация c̄ растворенного атомарного диффузи-
онно подвижного водорода. Из модели (4), (5),
приравнивая производные к нулю, получаем
c̄ = Γ

√
p̄, Γ ≡

√
µs/b. Таким образом, модель

соответствует диапазону адекватности закона
Сивертса (c̄ ∝

√
p̄).

Уточним экспериментальные условия.
Объемы Vin,out – несколько литров, толщина
мембраны ` меньше mm, площадь S – около
cm2, давление напуска p0(0) – несколько десят-
ков Torr. Диапазон [pmin, pmax] невелик, огра-
ничимся zmax = σc̄, σ 6 0.1. Это не приведет к
нарушению закона Сивертса

(
c̄ + zmax ∝

√
p̄
)
,

причем c̄ + zmax ≈ c̄ = Γ
√
p̄ в пределах экспе-

риментальной точности.

Остается определить величины Qin, Qout.
В масштабе времени установления диффузии
газ находится в термодинамическом квазирав-
новесии с поверхностью, поэтому воспользуем-
ся формулой N = pV/(kT ). Здесь N – количе-
ство частиц газа, занимаемого объем V при
температуре T и давлении p (в системе СИ
[p] = Pa, [V ] = m3, [k] = J/K). С учетом соот-
ношений Torr = 133.322Pa, Pa = J/m3 (фор-
мально), получаем для соответствующих дав-
лений и объемов в граничных условиях (4), (5)
Q = 2N = αpV/T , α ≈ 1.931 · 1019. Здесь p, V ,
T означают численные значения в выбранных
единицах (Torr, cm3, K).

Функция стока
Остановимся более подробно на функции

стока f(T , z, c) = a
[
1 − zz−1

max

]
c
(
[a] = 1/s

)
.

Скорость поглощения атомов H увеличива-
ется с ростом концентрации диффузанта и
уменьшается по мере заполнения ловушек.
Уравнение диффузии обладает неограничен-
ной скоростью передачи возмущения, но пе-
реход к модификации уравнения «с конечной
скоростью» не представляется целесообраз-
ным. Более разумно учесть захват части ато-
мов неоднородностями структуры материала.
Косвенным подтверждением являются труд-
ности полной дегазации – процесс требует вы-
соких температур, глубокого вакуумирования
и длительного времени. Диффундирующий
растворенный водород относительно быстро
десорбируется, а «оторвать» захваченные ато-
мы H значительно труднее. Как уже упоми-
налось, учесть возможность полной дегазации
можно введением дополнительного парамет-
ра: f = ain

[
1 − zz−1

max

]
c − aoutz. Захват огра-

ниченной емкости можно интерпретировать и
следующим образом. Часть атомов водорода
идет на «расширение решетки» металла, при-
чем эта связь приоритетна по сравнению с
диффузионным перемещением вглубь. Тогда
при достаточно большом коэффициенте a сна-
чала будет преимущественно заполняться эта
«ловушка», обеспечивающая и определенное
запаздывание переноса водорода.

Величину zmax можно считать независи-
мым параметром модели. Связь zmax = σc̄
принята по следующим соображениям. Зна-
чение zmax зависит от материала и внеш-
них условий, что «коррелирует» с равновес-
ной растворимостью диффузионно подвижно-
го водорода. В рамках модели c̄ = c̄(s, b, p̄,T ).
Полагая в указанном диапазоне температур
и давлений эту связь монотонной, принима-
ем пропорцию zmax = σc̄ (σ � 1) с учетом
того, что материал однороден и захват неве-
лик. Общая растворимость определяется кон-
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центрацией c̄+ zmax ∝ p̄. Это согласуется с из-
вестным мнением [17, c. 512]: «Правильнее, по
всей вероятности, считать, что часть водоро-
да прочно удерживается дефектами решетки
и поэтому не должна учитываться при опреде-
лении концентрации, градиент которой входит
в уравнение закона Фика, т. е. часть водорода
является полуинертной примесью. Закон Фи-
ка применим только к оставшейся части».

Итак, эффект захвата (включая «расшире-
ние решетки») учтен без дополнительных па-
раметров в соответствии с ограниченной ин-
формативностью метода проницаемости (на
входе давление монотонно падает, на выходе
монотонно растет до установления). Другое
дело, например, пористый вольфрам [3], когда
микропоры достаточно велики для рекомбина-
ции атомов водорода в молекулы. Это уже тре-
бует более детального моделирования захвата.
Возможные модификации

Представленную модель (1)–(5) будем счи-
тать базовой. При необходимости можно
учесть емкость поверхности как дополнитель-
ной «удерживающей силы». Кроме того, на
поверхности могут образовываться заметные
оксидная пленка и гидридная фаза (по суще-
ству слой другого материала), что существен-
но сказывается на водородопроницаемости. За
счет химических связей в гидриде значитель-
но больше водорода, чем в том же объеме
жидкого водорода. В принципе можно считать
мембрану трехслойной и учесть динамическое
накопление в приповерхностных слоях, в том
числе и за счет гидридообразования. Появят-
ся дополнительные коэффициент диффузии
и коэффициенты в условиях сопряжения на
стыках слоев (равенство диффузионных пото-
ков, но скачки концентраций) . . . Далее, при
большом перепаде давлений мембрана испы-
тывает изгиб. Простейший вариант (без учета
напряжений и деформаций) – считать значе-
ния s, b различными при x = 0, `. При такой
детализации образуется «снежный ком» пара-
метров с неизвестными априори значениями.

Для примера остановимся на «интеграль-
ном» учете влияния включений гидридной фа-
зы. Выделим слой малой толщины λ � `, ко-
торый будет играть роль «физической» по-
верхности. Вместо zmax = const полагаем
zmax(x): zmax = σc̄

(
x ∈ [λ, `− λ], σ < 0.1

)
и

zmax = ζc̄− 2(ζ − σ)c̄λ−1x+

+ (ζ − σ)c̄λ−2x2, ζ > 1, x ∈ [0, λ],

zmax = ζc̄+ 2(ζ − σ)c̄λ−1(x− `)+ (6)

+ (ζ − σ)c̄λ−2(x− `)2, x ∈ [`− λ, `].

Прокомментируем эти формулы. Внутри мем-
браны

(
x ∈ [λ, `−λ]

)
учитываем только малый

захват дефектами структуры материала. Об-
разование гидрида связано с изменением объ-
ема (как правило, с увеличением). Если это
происходит внутри в заметном масштабе, то
материал растрескивается и непригоден для
рассматриваемых целей. На поверхности воз-
никнуть гидридному «вздутию» значительно
легче. Растет зародыш гидрида за счет раство-
ренного атомарного водорода, из газовой фа-
зы поглощение значительно медленнее. Обо-
значим ζc̄ (ζ > 1) максимальную концентра-
цию водорода в приповерхностном слое с уче-
том частичной заполненности гидридом. Фор-
мулы (6) означают, что максимальная емкость
ловушек быстро возрастает в приповерхност-
ных слоях (используем квадратичную зависи-
мость). Параболы гладко «стартуют» (с ну-
левой производной) с уровня σc̄ при x = λ,
x = ` − λ и стремятся к ζc̄ по мере при-
ближения к геометрическим входной и выход-
ной поверхностям. Различные «емкости» счи-
таем пропорциональными равновесной раство-
римости диффундирующего водорода, так что
при полной дегазации насыщенного водородом
образца останется пропорциональность общей
концентрации корню из давления насыщения.
Отметим также, что в случае zmax(x) увеличи-
вается интенсивность захвата f(T , z, c) именно
у поверхности (при равных z, c): там нет «сим-
метрии сил» и дефектов больше.

Модифицируем изменение «свободных» по-
верхностей, через которые идет процесс рас-
творения и десорбции. Обозначим их S0,` (гео-
метрические объекты или площади – разли-
чаем по контексту). При частичной занятости
начальной S «непроводящими» гидридными
включениями имеем S0,` < S. Примем модель

S0 = S, t < t̃
[
z(t, 0) < σc̄, z(t̃, 0) = σc̄

]
,

S0 = ξS + (1− ξ)S[ζc̄− z(t, 0)][ζc̄− σc̄]−1,

ξ ∈ (0, 1), t > t̃. По постановке эксперимен-
та и модели динамика концентраций носит мо-
нотонный характер. Водород начинает посту-
пать сквозь поверхность S0 = S c наиболь-
шей локальной интенсивностью захвата, так
что быстрее всего уровень насыщения дефек-
тов σc̄ достигнет концентрация z(t, 0) (если во-
обще это произойдет, иначе S0 ≡ S и ничего не
меняем). Если наступит ситуация z(t̃, 0) = σc̄
(с дальнейшим ростом z(t, 0)), то это свиде-
тельствует о начале образования и роста заро-
дышей гидридной фазы. С этого момента S0

начинает плавно уменьшаться. В случае до-
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стижения максимума ζc̄ уменьшение S0 оста-
навливается на уровне ξS < S.

На выходе в приповерхностном слое кон-
центрация диффундирующего водорода сни-
жается, но быстрее растет zmax(x). Примем
аналогичную модель для S` (с заменой z(t, 0)
на z(t, `)). Имеется определенная асимметрия:
момент начала уменьшения S` наступит поз-
же. Добавим также, что неявно предполага-
ем гидридные включения достаточно дискрет-
ными, чтобы в целом перенос осуществлялся
в перпендикулярном к поверхности направле-
нии. Пренебрегаем и скоростью распада гид-
рида, что возможно при значительном сниже-
нии давления на входе.

Отметим, что задействованные дополни-
тельные параметры λ (толщина «физической»
поверхности), ζc̄ (максимальная концентрация
в ловушках с учетом гидридной фазы), ξ (ми-
нимальная доля свободной поверхности) мож-
но грубо оценить из физических соображений
или даже визуально по итогам эксперимен-
та. Значения зависят не только от материа-
ла, но и от условий эксперимента (в частно-
сти, давления напуска и температуры). Пред-
ложенная модификация (зависимости zmax(x),
S0,`(t)) приводит лишь к некоторым техниче-
ским более громоздким выкладкам в излагае-
мом далее вычислительном алгоритме.
Безразмерная форма краевой задачи

Представим компактно базовую модель:

∂c

∂t
= D(T )

∂2c

∂x2
− a(T )

[
1− z(t, x)

zmax

]
c(t, x),

∂z

∂t
= a
[
1− z(t, x)

zmax

]
c, c(0, x) = 0, z(0, x) = 0,

µ(T )s(T )p0,`(t)− b(T )c2
0,`(t) = ∓D(T )

∂c

∂x

∣∣∣
x=0,`

,

dQin,out

dt
= −

[
µ(T )s(T )p0,`(t)− b(T )c2

0,`(t)
]
S,

Qin,out = αp0,`(t)Vin,outT
−1.

Выберем соответствующие нормировки. Тем-
пература T фиксирована. По максимальному
давлению p̄0 = p0(0) определим соответствую-
щие равновесную концентрацию диффундиру-
ющего водорода c̄ = Γ

√
p̄0 и количества атомов

Qin = αp̄0Vin/T , Qout = αp̄0Vout/T . Перейдем к
безразмерным координате y = x/`, концентра-
циям u = c/c̄, v = z/c̄ (zmax = σc̄ � c̄) и вре-
мени τ : t = D−1`2τ ([D] = cm2/s). Получаем
следующую краевую задачу:

∂u

∂τ
=
∂2u

∂y2
− ã
[
1− v

vm

]
u,

∂v

∂τ
= ã
[
1− v

vm

]
u,

u, v ∈ [0, 1], y ∈ (0, 1), τ > 0, vm ≡ vmax,

ã(T ) ≡ a`2D−1, u0,1(τ) ≡ u(τ, y)|y=0,1,

u(0, y) = 0, v(0, y) = 0, y ∈ [0, 1],

p̃0,1(τ) ≡ p0,`(t)p0
−1, P 0 ≡ µsp0,

W (T ) ≡ bc̄`D−1 = P 0`[Dc̄]
−1,

W
[
p̃0 − u2

0

]
= −∂u

∂y

∣∣∣
y=0

,

W
[
p̃1 − u2

1

]
=
∂u

∂y

∣∣∣
y=1

,

Qm ≡ S`c̄ ≡ Vmc̄,

Qin

dp̃0

dτ
= −QmW

[
p̃0 − u2

0

]
, p̃0(0) = 1,

Qout

dp̃1

dτ
= −QmW

[
p̃1 − u2

1

]
, p̃1(0) = 0,

Qin ≡ αVin p0T
−1, Qout ≡ αVout p0T

−1.

«Емкость» Qm равна количеству атомов
водорода в образце в режиме равновесного на-
сыщения при давлении p̄0 = p0(0) и температу-
реT . Отметим, что транспортный параметр
W [3] играет определяющую роль при анали-
зе варианта метода проницаемости, когда на
выходе производится постоянное вакуумиро-
вание (метод прорыва).

Замечание. Формально нулевые начальные
и граничное условие W [p̃0− u2

0] = −∂yu|y=0 не
согласованы при t→ +0

(
p̃0(0) = 1, u0(0) = 0,

∂yu(0, 0) = 0
)
. На самом деле «мгновенный»

напуск водорода на входе длится некоторое
время, пусть и пренебрежимо малое. В вычис-
лительном алгоритме решения краевой задачи
это фактически учтено. В принципе дискрет-
ную аппроксимацию можно считать моделью
«в атомах», а краевую задачу – ее компакт-
ным представлением, «континуальным замы-
канием». Иначе следует вести речь в терминах
теории обобщенных решений.

Модель квазистационарной
проницаемости

Для приемлемого времени установления
равновесия или стационара в эксперименталь-
ной практике используются тонкие мембраны
(доли миллиметра). Материал для газоразде-
ления подбирается с высокой водородопрони-
цаемостью. По этим причинам быстро уста-
навливается квазистационарный режим, ко-
гда распределение атомов водорода практиче-
ски линейное с относительно медленным дрей-
фом. В такой ситуации нерационально решать

��
��
58



на каждой итерации идентификации модели
нелинейные краевые задачи при текущих при-
ближениях параметров. Изложим квазистаци-
онарную модель водородопроницаемости.

Экспериментально фиксируется время
t0 � t∗, когда на выходе начинается за-
метный рост давления молекулярного во-
дорода, ṗ`(t0) > 0. Подразумеваются мас-
штабы давления превышения шума и време-
ни установления проницаемости t∗. За вре-
мя t0 заполняются ловушки малой емкости
(zmax � c̄) и устанавливается линейный ква-
зистационар: c(t0, x) ≈ c̃(t0, x) = A(t0)x+B(t0)(
B ≈ c0, A < 0

)
. Выходной поток еще неза-

метен: c̃(t0, `) = A(t0)` + B(t0) = 0. По па-
дению входного давления вычисляем количе-
ство «пропавших» атомов Qin − αVinp(t0)/T .
Захвачено S`zmax атомов H, остаток равен
S
∫ `

0

[
A(t0)x+B(t0)

]
dx = S

[
B(t0)`+A(t0)`2/2

]
.

Это позволяет при фиксированном zmax опре-
делить значения A(t0) и B(t0). При t = t0
приближенно имеем αVoutT

−1ṗ`(t0) =

=
dQout

dt
= −SD ∂c

∂x

∣∣∣
x=`

= −SDA(t0) > 0.

Это соотношение дает принципиальную воз-
можность оценки коэффициента диффузииD.
Измерения давления зашумлены, операция
дифференцирования вычислительно некор-
ректна, момент времени t0 и наклон графика
p`(t) достаточно условны, так что имеется в
виду лишь начальная грубая оценка.

Дальнейшие выкладки проведем уже для
безразмерной модели. Поскольку ловушки
уже заполнены, то f = 0 и для уравнения диф-
фузии квазистационаром (∂τu ≈ 0) является
линейное распределение

u(τ, y) ≈ Ã(τ)y + B̃(τ), τ > τ0 ≡ D`−2t0,

Ã(τ0) = A(t0)`c̄−1, B̃(τ0) = B(t0)c̄−1.

Остается определить Ã(τ), B̃(τ) (τ > τ0). Вос-
пользуемся граничными условиями с учетом
∂yu = Ã:

W
[
p̃0 − B̃2

]
= −Ã, W

[
p̃1 − [Ã+ B̃]2

]
= Ã,

β0
dp̃0

dτ
= Ã, β1

dp̃1

dτ
= −Ã, β0,1 ≡ Qin,outQ

−1
m .

Из последних двух уравнений получаем
γdp̃0/dτ = −dp̃1/dτ , где γ ≡ β0/β1 = Vin/Vout.
Условие согласования наклонов γṗ0(t) =
−ṗ`(t) (t > t0) означает равенство потоков
на входе и выходе мембраны и может счи-
таться критерием выхода на квазистационар-
ный режим проницаемости. Разумеется, по-

добные асимптотические равенства проверя-
ются с большой погрешностью и носят ско-
рее вспомогательный качественный характер.
Интегрируя с учетом p̃1(τ0) = 0, имеем про-
стую связь давлений p̃1(τ) = γ

[
p̃0(τ0)− p̃0(τ)

]
,

τ > τ0. Остается определить давление p̃0.
Заменяем в первом уравнении Ã = β0

˙̃p0(
˙̃p0 ≡ dp̃0/dτ

)
и выражаем

B̃ = {p̃0 + β0W
−1 ˙̃p0}1/2.

В силу ˙̃p0 < 0 и β0W
−1 ˙̃p0 = −p̃0 + u2

0 > −p̃0

под корнем положительное число. Заменяя во
втором уравнении Ã, B̃ полученными выраже-
ниями, приходим к соотношению

γ
[
p̃0(τ0)− p̃0

]
−
[
β0

˙̃p0 + {p̃0 + β0W
−1 ˙̃p0}1/2

]2
= β0W

−1 ˙̃p0, p̃0 = p̃0(τ), τ > τ0. (7)

Это обыкновенное дифференциальное уравне-
ние первого порядка, неразрешенное относи-
тельно производной. Не будем искать выраже-
ние dp̃0/dτ = F (p̃0) с целью последующего ин-
тегрирования, а рассмотрим (7) как алгебраи-
ческое уравнение относительно производной.

Удобно ввести нормированную переменную
Z(τ) = −β0W

−1dp̃0/dτ ∈ (0, 1), которая моно-
тонно убывает и удовлетворяет соотношению
вида Z = F (Z):

γ
[
p̃0(τ0)− p̃0(τ)

]
−
[√
p̃0(τ)− Z(τ)−WZ(τ)

]2
= −Z(τ), τ > τ0. (8)

Начинаем с τ = τ0. Начальное приближе-
ние Z(τ0) = −ṗ0(t0)β0`

2/(Wp̄0D) можно най-
ти грубо по начальному наклону графика p`(t)(
ṗ`(t0) = −γṗ0(t0)

)
. Для поиска неподвижной

точки Z = F (Z) применяем метод последо-
вательных приближений Zk+1 = F (Zk). По
Z(τ0) вычисляем dp̃0/dτ ≡ ˙̃p0 = −Z(τ0)W/β0 и
p̃0(τ0 + δτ) ≈ p̃0(τ0) + ˙̃p0δτ с малым шагом δτ .
Далее смещаемся в точку τ = τ0 + δτ и снова
решаем уравнение (8) относительно Z(τ0 +δτ).
Итерационный процесс описан. Он не связан с
решением краевых задач и требует незначи-
тельных вычислительных ресурсов.

Отметим, что формально в уравнение (8)
входит только параметр W . Напомним, что

W = bc̄`D−1 = P 0`[Dc̄]
−1, P 0 = µsp0,

c̄ = Γ
√
p̄0, Γ =

[
µsb−1

]1/2
, t = D−1`2τ.

Поэтому в исходных переменных расчет мо-
дельных давлений p0(t), p`(t) потребует теку-
щих приближений D, b, s (помимо входных
данных `, S, Vin,out,T , p̄0 = p0(0), t0).
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Представляет интерес сравнение квазиста-
ционарного приближения с квазиравновес-
ным, когда плотность потока водородопрони-
цаемости сквозь мембрану моделируется фор-
мулой Ричардсона

JR = −DΓ
[√
p`(t)−

√
p0(t)

]
`−1.

Она получается, если в выражении Jdiff =
−D∂xc градиент концентрации заменить раз-
ностным отношением (c`−c0)/` с подстановкой
равновесной зависимости c = Γ

√
p. Учет общей

концентрации c+ zmax не изменит JR.
Насколько такие приближения правомер-

ны, может показать (в рамках принятой моде-
ли) решение исходной краевой задачи, вклю-
чающей и начальный (во многом определяю-
щий) этап водородопроницаемости.

Вычислительный алгоритм

Следуя технике разностных схем, введем
сетку Ω = {ym = mhy, m = 0, 1, . . . ,M} (hy =
1/M) по пространственной переменной и сет-
ку по времени ω = {τn = nhτ , n = 0, 1, . . .}.
Обозначим через {Unm}, {V n

m} приближенные
значения концентраций в объеме (u(τn, ym)) и
ловушках (v(τn, ym)). Для уравнения диффу-
зии в безразмерной форме рассмотрим неяв-
ную разностную схему

Un+1
m − Unm
hτ

=
Un+1
m−1 − 2Un+1

m + Un+1
m+1

h2
y

−

− ã
[
1− V̂ n+1

m

]
Un+1
m , V̂ n

m ≡ v−1
maxV

n
m. (9)

Здесь, на начальном этапе, чтобы иметь воз-
можность использовать алгоритм прогонки,
величину V̂ n+1

m предварительно вычисляем из
неявной схемы по V̂ , сохраняя значение Unm:

V̂ n+1
m − V̂ n

m

hτ
= ãv−1

max[1− V̂ n+1
m ]Unm,

V̂ n+1
m =

V̂ n
m + hτ ãv

−1
maxU

n
m

1 + hτ ãv
−1
maxUnm

. (10)

Это соответствует и последовательности во
времени захвата диффундирующего атома.
Данные соотношения рассматриваются во
внутренних узлах сетки (m = 1, . . . ,M − 1).

Рассмотрим уравнения перехода с n-го на
(n+ 1)-й слой по τ (n > 0, 0 < m < M):

Un+1
m−1 −

[
s+ 2 + ãh2

y

(
1− V̂ n+1

m

)]
Un+1
m +

+ Un+1
m+1 + sUnm = 0, s ≡ h2

y h
−1
τ .

Значения в начальный момент известны: U0
m =

V̂ 0
m = 0 (0 6 m 6 M). Следуя методу прогон-

ки, ищем приближенные значения концентра-
ции в узлах сетки на (n+ 1)-м слое в виде

Un+1
m = αm+1U

n+1
m+1 + βm+1, m = 0, . . . ,M−1.

Прогоночные коэффициенты (m : 1, . . . ,M−1):

αm+1 =
1

2 + s− αm + ã h2
y[1− V̂ n+1

m ]
,

βm+1 =
βm + sUnm

2 + s− αm + ã h2
y[1− V̂ n+1

m ]
. (11)

Для нахождения начальных коэффициен-
тов α1, β1 воспользуемся следующими сооб-
ражениями. Подсчитаем предварительно Un+1

1,2

по явной разностной схеме (в равенстве (9)
справа заменяем n + 1 на n). На (n + 1)-м
слое по времени аппроксимируем производную
∂yu|y=0 ≈ [−3Un+1

0 + 4Un+1
1 −Un+1

2 ]/2hy и под-
ставим в условие W [p̃0 − u2

0] = −∂yu|y=0. Вы-
ражение величины p̃n+1

0 для подстановки в ле-
вую часть берем из аппроксимации

Qin

dp̃0

dτ
= −QmW

[
p̃0 − u2

0

]
⇒

Qin

p̃n+1
0 − p̃n0
hτ

= (≈)−QmW
[
p̃n+1

0 −
(
Un+1

0

)2]
⇒ p̃n+1

0 =
p̃n0 +A1(Un+1

0 )2

1 +A1
, A1 ≡

hτQmW

Qin

.

В итоге получаем Un+1
0 = f0

(
Un+1

1 , Un+1
2

)
(по-

ложительный корень квадратного уравнения):

B1 ≡
1 +A1

2hyW
, Un+1

0 = 0.5
[
− 3B1+

+
√

9B2
1 − 4B1

(
Un+1

2 − 4Un+1
1

)
+ 4p̃ n0

]
.

Зная выражение Un+1
0 = α1U

n+1
1 + β1 и значе-

ние Un+1
0 , получаем α1 = 0, β1 = Un+1

0 .
Поскольку при t = 0 в континуальной моде-

ли имеем формально скачок на входе, то про-
верим корректность вычисления U1

0 на началь-
ном этапе: U1

1 = U1
2 = 0⇒ U1

0 ∈ (0, 1)∀B1 > 0.
Ближайшая цель – найти значение Un+1

M ,
необходимое для реализации прогонки. Пред-
варительно подсчитываем Un+1

M−2,M−1 по явной
разностной схеме. Далее определяем зависи-
мость Un+1

M = fM
(
Un+1
M−1, U

n+1
M−2

)
из граничных

условий при y = 1, используя аппроксимацию
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∂yu|y=1 ≈ [Un+1
M−2 − 4Un+1

M−1 + 3Un+1
M ]/2hy:

B2 ≡
1 +A2

2hyW
, A2 ≡

hτQmW

Qout

, Un+1
M = 0.5×[

− 3B2+
√

9B2
2 − 4B2

(
Un+1
M−2 − 4Un+1

M−1

)
+4p̃n1

]
.

Следующий этап: с текущими приближе-
ниями Un+1

0 , Un+1
M решаем обратным ходом

прогонки трехдиагональную систему линей-
ных уравнений и находим новые приближения
концентраций Un+1

1,2 , Un+1
M−2,M−1 (и остальные

значения Un+1
m для m = 3, . . . ,M − 3).

После этого корректируем значения V̂ n+1,
заменяя Unm в (10) на текущие приближения
Un+1
m , и значения коэффициентов (11) (выра-

жения α1 = 0, β1 = Un+1
0 остаются). Далее

снова пользуемся формулами

Un+1
0 =f0

(
Un+1

1 , Un+1
2

)
,

Un+1
M = fM

(
Un+1
M−1, U

n+1
M−2

)
и повторяем вычисления, возвращаясь к
предыдущему абзацу, до установления гранич-
ных значений Un+1

0,M (обычно 2–3 итерации).
Заключительный этап: переходим к следу-

ющему слою по τ , вычислив p̃0,1 по формулам

p̃n+1
0 =

p̃n0 +A1

(
Un+1

0

)2
1 +A1

,

p̃n+1
1 =

p̃n1 +A2

(
Un+1
M

)2
1 +A2

.

Результаты моделирования

Для определенности ориентируемся на экс-
периментальные возможности [16] и данные по
сплаву V85Ni15 [20]. По результатам вычисли-
тельных экспериментов σ = 0.1, причем па-
раметр скорости захвата в широком диапа-
зоне a 6 0.1 практически не влияет на про-
никающий поток, поскольку ловушки быст-
ро насыщаются. Ориентировочно ` ≈ 0.02 cm,
S ≈ 0.6 cm2, Vin ≈ Vout ≈ 1500 cm3.

Модельные кривые давлений молекулярно-
го водорода представлены на рис. 1–3. Ско-
рость убывания «просвета» между кривыми(
pin(t) − pout(t)

)
указывает на рост проница-

емости с увеличением температуры.
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Рис. 1. Динамика давлений, 400 ◦C
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Рис. 3. Динамика давлений, 500 ◦C
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Что касается обратной задачи параметри-
ческой идентификации, то следует учитывать
ограничение монотонности с ростом темпера-
туры, что соответствует росту водородопрони-
цаемости (рис. 1–3) и ориентировано на арре-
ниусовскую зависимость физико-химических
параметров переноса.

Тут возникает некоторая опасность. Для
определенности остановимся на коэффициен-
те объемной десорбции (эффективном коэф-
фициенте рекомбинации) b = bvol. Рассмотрим
баланс потоков, учитывая поверхность как по-
тенциальный барьер (см. [2, с. 177–206; Габис,
Компаниец, Курдюмов]):

q̇0,`(t) = µ(T )s(T )p0,`(t)
[
1− θ0,`(t)

]2−
− bsurf(T )q2

0,`(t)± D(T )∂xc|0,` ,

k−(T )
[
1− c0,`(t)c

−1
max

]
q0,`(t)−

−k+(T )
[
1− θ0,`(t)

]
c0,`(t) = ∓D(T )cx

∣∣
x=0,`

,

где q [1H/(cm2)] – поверхностная концентра-
ция, θ(t) ≡ q(t)/qmax – степень заполнения по-
верхности, множитель [1−θ]2 учитывает необ-
ходимость двух сорбционных центров для дис-
социации молекулы водорода на атомы. Ве-
личина qmax ∼ 1015 лимитируется монослоем
атомов водорода на поверхности. Первое урав-
нение читается так: рассогласование потоков
адсорбции, десорбции и диффузии (справа)
идет на накопление атомов H на поверхности.
Второе уравнение согласовывает потоки рас-
творения и выхода из объема на поверхность.
При относительно малых концентрациях и на-
коплении (θ � 1, cq � cmax, q̇ ≈ 0), мед-
ленной диффузии по сравнению с растворени-
ем на поверхности, имеем в пределе c = gq,
g ≡ k−/k+ и b ≡ bvol = bsurf/g

2. Косвенно эти
рассуждения фиксируют достаточно высокие
температуры адекватности исходной базовой
модели. Предполагая bsurf , k−, k+ аррениусов-
скими, можем в принципе получить «отрица-
тельную энергию активации» у коэффициен-
та эффективной рекомбинации b. Ориентиру-
ясь, однако, на широкий спектр исследований
конструкционных материалов [3, 5], мы посту-
лировали в процессе параметрической иденти-
фикации монотонный рост b по температуре.

Еще одну опасность продемонстрируем на
рис. 4. Согласно принятой модели, равновес-
ная концентрация c̄ при условиях насыщения
p = const, T = const определяется (после
приравнивания к нулю всех производных) как
c̄ = Γ

√
p, где Γ ≡

√
µs/b – коэффициент рас-

творимости. Но следует помнить, что учтен
только диффузионно подвижный растворен-

ный водород. При непродолжительной дегаза-
ции выделится именно он. Если нацеливаться
на полную дегазацию, то растворимость дру-
гая: c̄ + zmax = Γmax

√
p. В принятой модели

имеем Γmax = Γ[1 + σ] при сохранении зако-
на Сивертса c̄ + zmax ∝

√
p. По сравнению с

рис. 1 на рис. 4 с гипотетическим значени-
ем zmax = 10 c̄ фиксирована общая раство-
римость на порядок больше. Если фиксиро-
вать установившийся поток водородопроница-
емости J = −D∂xc в эксперименте прорыва,
когда p0(t) = p = const, а на выходе вакууми-
рование, то в предположениях c0 = c̄0 = Γ

√
p,

c` = 0 имеем J = Φ
√
p, Φ ≡ DΓ = D

√
µs/b.

Если же коэффициент проницаемости Φ вы-
числять по имеющимся значениям коэффи-
циентов диффузии и растворимости, то мо-
жем получить DΓmax. По-видимому, это одна
из причин разброса литературных данных по
растворимости и проницаемости. Проблема в
том, что на очень тонких мембранах в режи-
ме проницаемости трудно обнаружить «про-
пажу» водорода в ловушках даже при боль-
шой их емкости, существенно влияющей на об-
щую растворимость в материале (при пересче-
те на кубические cm и m в условиях `, S � 1).
С целью повышения точности параметриче-
ской идентификации следует дополнительно
провести эксперименты насыщения-дегазации
или проницаемости более массивного образца
(` ∼ mm), чтобы заметнее проявились объ-
емные характеристики материала на фоне по-
верхностных. Визуальным критерием сопоста-
вимости влияния поверхности и объема мож-
но считать заметную несимметричность гра-
фиков давлений p0,`(t) (с поправкой на разли-
чие объемов Vin,out).
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Рис. 4. Давления при zmax = 10 c̄, 400 ◦C
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Перейдем к анализу динамики объемных
концентраций в рассматриваемом эксперимен-
те «сообщающихся сосудов». Для определен-
ности далее ограничимсяT = 400 ◦C, посколь-
ку качественная картина остается неизмен-
ной и при других температурах в рассматри-
ваемом диапазоне. Начнем с приповерхност-
ных (x = 0, `) – рис. 5, 6. В течение мину-
ты происходит практически полное заполне-
ние ловушек: z0 ≈ z` ≈ zmax. Концентрации
c0(t) = c(t, 0), c`(t) = c(t, `) быстро стабилизи-
руются, но, как видно в масштабе часа, это
локально: происходит смена переходного ре-
жима всплеска на медленный тренд. Сравни-
мое время стабилизации c` (по отношению к
c0, когда на входе скачком создается давление
в десятки Torr) объясняется большой водоро-
допроницаемостью сплава и ` � 1. Высокая
скорость переходных процессов ожидаема, по-
скольку характеристическое время диффузии
`2/D (с коэффициентом D ≈ 10−4 на рассто-
яние ` ≈ 0.02) составляет всего несколько се-
кунд. Общая концентрация определяется сум-
мой c + z. Квазиравновесные (сивертсовские)
концентрации растворенного диффундирую-
щего водорода c̄0,`(t) ∝

√
p0,` (графики bar c0,`)

определяются по давлениям молекулярного
водорода соотношениями µsp0,` = (≈) bc2

0,`:
c̄0,`(t) = Γ

√
p0,`. С учетом захвата следует опе-

рировать суммами c̄0,`(t)+zmax и c0,`(t)+z0,`(t).
По рис. 6 можно оценить, насколько рассогла-
сование концентраций c` − c̄` на выходе суще-
ственно больше входного c̄0− c0. Лишь асимп-
тотически (по мере приближения к истинно-
му равновесию) происходит сближение этих
величин. Конечно, с точки зрения газоразде-
ления нас в первую очередь интересует про-
никающий поток. Но аппроксимация градиен-
та концентрации ∂xc разностным отношением
[c`(t)− c0(t)]/` ухудшается переходом к квази-
равновесным оценкам как на входе (c̄0 > c0),
так и на выходе (c̄` < c`).

Проиллюстрируем последние рассуждения.
Примем базовую модель за «начало отсчета» и
упростим ее в предположении квазиравновес-
ности приповерхностных концентраций и ли-
нейного распределения в объеме (приближе-
ние Ричардсона для потока проницаемости):

dQin,out

dt
= ±SD(T )

∂c

∂x

∣∣∣
x=0,`

=

= ±SD(T )
c`(t)− c0(t)

`
=

= ±SD(T )Γ

√
p`(t)−

√
p0(t)

`
,

Qin,out = αp0,`(t)Vin,outT
−1 ⇒

dp0,`

dt
=

= ±SDΓ
[
αVin,out`

]−1
T
[√

p`(t)−
√
p0(t)

]
.

Решая численно систему двух дифференци-
альных уравнений для p0,`(t) с начальными
данными p0(0) = p̄0, p`(0) = 0, получаем при-
ближение (пунктир на рис. 7). Достаточно ин-
тегрировать одно уравнение в силу

ṗ`(t) = −VinV
−1

out ṗ0(t)⇒

p`(t) = VinV
−1

out

[
p̄0 − p0(t)

]
.

Результат неудовлетворителен, если сравнить
с базовой моделью (рис. 1). Но ценою суще-
ственной вариации «истинных» значений па-
раметров можно добиться хорошего прибли-
жения (сплошные модельные линии). Это од-
на из основных причин разброса оценок: чи-
тая в литературе об «измеренном» коэффици-
енте X, нужно следить, по какой модели его
значение на самом деле вычислялось. Разу-
меется, каждая модель – всего лишь модель,
но при сравнении мы за «начало отсчета» бе-
рем базовую модель, поскольку квазистацио-
нарное приближение является ее дальнейшим
и существенным упрощением. «Истинный» ко-
эффициент проницаемости (данные приведе-
ны на рис. 7) равен Φ = DΓ ≈ 4.438 · 1015.
При подгонке по квазиравновесностационар-
ной модели получается 2.453 · 1015, т. е. по-
чти в два раза заниженное значение. Срав-
нивая с отношением [c̄0 − c̄`]/[c0 − c`] ≈ 2
(рис. 6), заключаем, что значительно более
точной была бы квазистационарная модель
ṗ0,`(t) = ±SD

[
αVin,out`

]−1
T
[
c`(t) − c0(t)

]
. Но

информации о граничных концентрациях нет,
и «вынужденная сивертсовская» подстановка
c0,` = Γ

√
p0,` занижает коэффициент проница-

емости. Формально можно принять модель
dp0,`

dt
=
±SDΓ

αVin,out `
Tη
[√

p`(t)−
√
p0(t)

]
,

p`(t) = VinV
−1

out

[
p̄0 − p0(t)

]
, η ∈ (0, 1), t0 > 0,

но об априорном множителе η нет информа-
ции (кроме η → 1 с ростом момента t0).

Ясно, что по мере стремления к равнове-
сию (не обязательно реализовывать подгонку
с момента времени t0 = 0, лучше пропустить
начальный переходный процесс) и с повыше-
нием температуры поправочный коэффициент
η будет расти (η → 1). Эта динамика проил-
люстрирована на рис. 8 (t0 = 5 min). Пунк-
тиру соответствует квазиравновесная модель
с исходными данными на рис. 3, а сплошные
линии получены подгонкой за счет искажения
коэффициента проницаемости Φ.
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Рис. 5. Приповерхностные концентрации, 1min

0 20 40 6010 30 505 15 25 35 45 55
0

2

1

0.2

0.4

0.6

0.8

1.2

1.4

1.6

1.8

2.2
concentration x 1e-20

bar c0

c0

cl

bar cl

time [min]

z0 zl

400 C

D = 1.27e-4
b = 7e-23
s = 9e-5
\bar p0 = 32.87
\mu = 9.5e+20
a = 0.01, sigma = 0.1
zmax = 0.1\bar c = 2e+19

Г = 3.5e+19
Гmax=Г(1+0.1)=3.85e+19

Рис. 6. Приповерхностные концентрации, 60min

0 20 40 604 8 12 16 24 28 32 36 44 48 52 56
0

20

4

8

12

16

24

28

32

pin, pout  [Torr] Quasi-equilibrium model

400 C

D = 1.27e-4
b = 7e-23
s = 9e-5
\bar p0 = 32.87
\mu = 9.5e+20
Г = 3.5e+19

time [min]

D = 1.32e-4, D0 = 3.25e-4 
b = 11e-23
s = 4e-5
Г = 1.86e+19

Рис. 7. Квазиравновесная модель, 400 ◦C
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Рис. 8. Квазиравновесная модель, 500 ◦C

Отметим также следующее обстоятельство.
В квазиравновесную модель входит только
комплекс параметров переноса Φ = DΓ =
D
√
µs/b. При вариациях значений D, b, s, со-

храняющих коэффициент проницаемости Φ,
модельные графики давлений не изменятся.
Для тонких мембран с большой водородопро-
ницаемостью ситуация практически квазиста-
ционарна (линейные распределения концен-
трации), но отлична от квазиравновесной (из-
за отличий c0,` от c̄0,`). С ростом времени ква-
зистационары все ближе к квазиравновесным
распределениям. Это означает, что обратная
задача параметрической идентификации ис-
ходной базовой модели будет плохообусловле-
на (в смысле слабой чувствительности модель-
ных давлений к вариациям параметров, сохра-
няющих значение Φ). Как показано на рис. 9

(параметры указаны в соответствии с аппрок-
симацией при ` = 0.02 cm, рис. 1), увеличе-
ние толщины мембраны в разы кардиналь-
но не решит проблему: качественно картина
сохраняется, а изменение уровней давлений
происходит в значительно меньшем масштабе.
Для «раскачки» комплекса DΓ целесообразно
провести эксперименты насыщения-дегазации
(хотя бы при нескольких температурах) более
массивного образца. Это дало бы информацию
о коэффициенте растворимости Γ, что позво-
лит «отделить» поверхностные параметры b, s
от объемного D. Если емкость ловушек зна-
чительна, то следует фиксировать начальный
всплеск десорбции диффузионно подвижно-
го водорода и последующий длительный этап
высвобождения из ловушек

(
для оценки Γ и

Γmax (zmax)
)
.
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Рис. 9. Зависимость давлений от толщины `
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Рис. 12. Сравнение с приближением Ричардсона

Перейдем к распределениям концентрации
в объеме, по толщине мембраны (x ∈ [0, `]) –
рис. 10–12. Очень быстро устанавливается ква-
зистационарный режим проницаемости, ха-
рактеризуемый практически линейным рас-
пределением c(t, x). Характеристическое вре-
мя диффузии `2/D – несколько секунд. Учет
захвата приводит к вертикальному сдвигу гра-
фиков, спадающему к x = ` лишь на этапе
насыщения ловушек (при z = zmax сдвиг па-
раллельный). В течение полминуты градиент
растет (по абсолютному значению), а затем
концентрация на входе начинает падать, на
выходе – продолжает расти. В середине пла-
стины формируется точка перегиба, что от-
четливо видно при относительно больших вре-
менах (рис. 11). Рис. 12 иллюстрирует дина-
мику различий квазистационарных и квази-
равновесных (пунктиром) распределений. Под

квазистационаром мы понимаем практически
линейный по x профиль концентрации c(t, x)
с насыщенными ловушками (как при уста-
новлении стационарной проницаемости), кото-
рый относительно медленно меняется со вре-
менем. Квазиравновесным считаем такой ква-
зистационар, который характеризуется заме-
ной c0,`(t) на «сивертсовские» концентрации
c̄0,` = Γ

√
p0,`(t)

(
z = zmax

)
.

Завершим обсуждение численного модели-
рования анализом динамики потоков (их плот-
ности). Вследствие скачкообразного напуска
водорода (под достаточно большим давлени-
ем) на входе происходит быстрый переход-
ный процесс (рис. 13). Резкий всплеск (плотно-
сти) входного диффузионного потока J0(t) =
−D∂xc(t, 0) (материал вначале «пуст») сменя-
ется спадом и стабилизацией. На выходе по-
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ток диффузии J`(t) = −D∂xc(t, `) практи-
чески совпадает с десорбционным, поскольку
давление в выходном объеме еще пренебрежи-
мо мало для регистрации заметной ресорбции
µ(T )s(T )p`(t). «Слипание» J0(t), J`(t) говорит
о том, что наступил квазистационарный ре-
жим: сколько вошло атомов водорода в едини-
цу времени в образец, столько и вышло, рас-
пределение в объеме линейное. Поток водоро-
допроницаемости в приближении Ричардсона
−D

[
c̄`(t)− c̄0(t)

]
/` = −DΓ

[√
p`(t)−

√
p0(t)

]
/`

обозначен как JR. Локальная стабилизация
потоков в масштабе часа (рис. 14) выглядит
лишь переходом к длительным монотонным
трендам. Потоки µsp0,` не отражены в силу
баланса µsp0,` − bc0,` = ±J0,`. Заметна ошиб-
ка превышения JR над «истинным» уровнем
проницаемости J0 = J`. Качественные рассуж-
дения понятны из физических соображений,
здесь важны количественные характеристики.
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Рис. 13. Динамика потоков ∼ 10 sec
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Рис. 14. Динамика потоков ∼ 60min

Заключение

Модель ориентирована на прикладную за-
дачу выбора материалов для мембранной тех-
нологии выделения особо чистого водорода.
Физико-технический характер задачи предпо-
лагает оценку основных интегральных пока-
зателей водородопроницаемости. Но парамет-
ров не должно быть слишком много, учиты-
вая ограниченную информативность экспери-
мента. Введен параметр максимальной емко-
сти стока zmax без детализации многообразия
ловушек. Мембраны в установках газоразделе-
ния тонкие, материал достаточно однороден, с
высокой водородопроницаемостью, так что за-
хват носит характер малой поправки.

Результаты вычислительных эксперимен-
тов демонстрируют способность принятой
модели удовлетворительно аппроксимировать
экспериментальные кривые (см. [16]). Резуль-
таты моделирования соответствуют физиче-
ским представлениям качественного характе-
ра, но позволяют дополнить их информацией
о «производных» выходных данных по отно-
шению к вариациям параметров водородопро-
ницаемости материала. Однозначность опре-
деления значений параметров нельзя гаранти-
ровать без дополнительных физически оправ-
данных предположений о монотонном росте с
увеличением температуры в рассматриваемом
«рабочем» диапазоне.

При относительно высоких давлениях на-
пуска комплекс параметров DΓ = D

√
µs/b яв-

ляется определяющим для тонких мембран с
высокой водородопроницаемостью, что требу-
ет разработки специального математического
аппарата при решении обратной задачи пара-
метрической идентификации. В частности, с
высокой точностью невозможно оценить ем-
кость ловушек, чей вклад в общую раствори-
мость в объеме материала может оказаться
значительным. Целесообразно, наряду с про-
ницаемостью, проводить оценку растворимо-
сти методом насыщения-дегазации. Это позво-
лит «разделить» влияние объемных и поверх-
ностных процессов.

Показано, что для очень тонких мембран
с высокой водородопроницаемостью пользо-
ваться приближением Ричардсона («сиверт-
совские» концентрации в приповерхностном
объеме) можно лишь с целью оценки порядка
коэффициента проницаемости. Представляет-
ся более целесообразной разработка предло-
женной квазистационарной модели с контро-
лем точности вычислений в рамках базовой
модели (требующей значительно бо́льших вы-
числительных ресурсов).
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