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ФУНКЦИЕЙ ПОЛЕЗНОСТИ
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В статье приведено решение задач об оптимальной остановке с конечным и
с бесконечным горизонтом в ситуации, когда наблюдается случайное блужда-
ние, а функция полезности наблюдателя – экспоненциальная. Для этих задач
найдено: i) явное решение соответствующего уравнения Беллмана; ii) граница,
отделяющая внутренность области остановки от области продолжения наблю-
дений; iii) оптимальное правило остановки.

Ключ е вы е c л о в а: момент остановки; правило остановки; случайное блуж-
дание; экспоненциальная функция полезности; конечный горизонт; бесконеч-
ный горизонт.

A. A. Nesterenko, V. M. Khametov. OPTIMAL STOPPING
OF RANDOM WALK WITH EXPONENTIAL UTILITY
FUNCTION
The article provides solutions for optimal stopping problems for finite and infinite
horizons in the case of random walk with exponential utility function. For these
problems we found: i) explicit solution of the corresponding Bellman equation; ii)
solution of free boundary problem; iii) optimal stopping rule.

K e ywo r d s: optimal stopping; optimal stopping rule; random walk; exponential
utility function; finite horizon; infinite horizon.

Введение

Статья посвящена одному из важных на-
правлений теории оптимального стохастиче-
ского управления – теории оптимальной оста-
новки случайных последовательностей. Осо-
бенностью этой теории является то, что
управление используется всего один раз для
остановки наблюдаемой последовательности.
Остановка осуществляется в момент времени,
в который ожидаемое значение функции по-
лезности наблюдателя максимально. Этот мо-
мент времени обычно называют оптимальным,

а соответствующее значение ожидаемой полез-
ности – ценой.

Теория оптимальных правил остановки
имеет многочисленные приложения в различ-
ных областях науки и техники. Приведем
некоторые из них: 1) в статистике [1] – это про-
цедуры последовательного анализа; 2) в эко-
номике [7, 9] – построение расчета: i) амери-
канского опциона, ii) наискорейшего обнару-
жения разладки производственного процесса;
3) в радиосвязи и радиолокации – создание
процедур обнаружения сигналов и т. д.
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Приведем краткий обзор результатов, по-
священных проблемам, затрагиваемым в ста-
тье. В [1], по-видимому, впервые сформулиро-
вана и решена задача последовательной про-
верки простых гипотез по наблюдениям за
случайной последовательностью. В предполо-
жении, что рассматривается задача проверки
двух простых гипотез, а наблюдается после-
довательность независимых случайных вели-
чин, выведено рекуррентное соотношение от-
носительной апостериорной вероятности при-
нятия одной из этих гипотез. Затем с приме-
нением вышеуказанного рекуррентного соот-
ношения в работе при заданной функции рис-
ка выведено рекуррентное соотношение белл-
мановского типа относительно апостериорно-
го риска. Решение этого соотношения и, сле-
довательно, оптимальное правило остановки
построены для некоторых частных случаев в
предположении, что горизонт бесконечен. В
[3, 4], с опорой на [1], приведено несколько при-
меров задач об оптимальной остановке, допус-
кающих явное решение.

В монографиях [2, 5, 10] последовательно
излагается общая теория оптимальных правил
остановки для марковских случайных после-
довательностей как для конечного, так и для
бесконечного горизонтов. В них установле-
ны условия применимости принципа Беллма-
на для урезанной цены оптимальной останов-
ки, что позволило вывести рекуррентное соот-
ношение беллмановского типа для урезанной
цены в случае конечного горизонта. Кроме то-
го, был обоснован предельный переход (когда
горизонт стремится к бесконечности) в рекур-
рентном соотношении, которому удовлетворя-
ет урезанная цена оптимальной остановки. По-
следнее дало возможность вывести нелиней-
ное уравнение, которому удовлетворяет цена
оптимальной остановки для случая бесконеч-
ного горизонта. Эти утверждения позволили
установить условия: i) существования обла-
стей остановки и продолжения наблюдений, ii)
оптимальности момента остановки. В указан-
ных работах содержатся также несколько точ-
но решаемых примеров конкретных задач об
оптимальной остановке: а) задача о секрета-
ре/о разборчивой невесте для случая конеч-
ного горизонта, б) последовательная проверка
простых гипотез, возникающих в финансовой
математике, когда горизонт бесконечен.

В [7, 9] доказано, что задача расчета опци-
онов американского типа на полном биноми-
альном рынке сводится к решению задачи об
оптимальной остановке. В [9] для опциона call
(put) и случая бесконечного горизонта постро-
ено оптимальное правило остановки. В [8, 9]

изложен мартингальный подход к построению
решения задачи об оптимальной остановке.

Анализ вышеуказанных работ показал, что
для нахождения решения задачи об оптималь-
ной остановке необходимо уметь: i) находить
решение рекуррентного соотношения беллма-
новского типа относительно урезанной цены
в случае конечного горизонта и нелинейного
уравнения относительно цены в случае беско-
нечного горизонта, ii) строить границу, раз-
деляющую область продолжения наблюдений
от внутренности области остановки. Эти про-
блемы оказались труднорешаемыми, посколь-
ку граница остановки описывается либо в тер-
минах решений рекуррентных соотношений
беллмановского типа относительно урезанной
цены для конечного горизонта, либо в терми-
нах решения нелинейного уравнения, которо-
му удовлетворяет цена для бесконечного гори-
зонта.

Помимо случаев, когда задача об оптималь-
ной остановке допускает решения, приведен-
ные в [1, 3, 9, 10], относительно недавно по-
явились статьи, где установлены условия, при
выполнении которых она имеет эффективное
решение. Так, в [11] описано и обосновано, что
в случаях бесконечного горизонта для случай-
ного блуждания с функцией полезности, сов-
падающей с платежным обязательством типа
call, оптимальное правило остановки состоит
в нахождении точки максимума полинома Ап-
пеля. Кроме того, в [12, 13] для американско-
го опциона с конечным горизонтом по наблю-
дениям за геометрическим случайным блуж-
данием, когда платежное обязательство моно-
тонно и непрерывно, установлена единствен-
ность границы, отделяющей внутренность об-
ласти остановки от области продолжения на-
блюдений.

В этой статье для ситуации, когда наблюда-
ется случайное блуждание, а функция полез-
ности наблюдателя – экспоненциальная, для
случаев конечного и бесконечного горизонтов
дается и обосновывается явный вид решения
соответствующих задач об оптимальной оста-
новке. Уточним, что имеется в виду. Для за-
дачи с конечным горизонтом, постановка кото-
рой приведена в разделе 1, в разделе 2 пред-
ложена и обоснована методика, позволяющая
явно предъявить решение рекуррентного со-
отношения для урезанной цены (теорема 1),
которое, в свою очередь, позволило построить
в явном виде границу, отделяющую внутрен-
нюю область остановки от области продолже-
ния наблюдений, т. е. свободную границу (тео-
рема 2). Последнее позволило установить про-
стые условия оптимальности момента останов-
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ки. Для случая бесконечного горизонта (раз-
дел 3): i) выведено нелинейное уравнение, ко-
торому удовлетворяет цена, ii) установлен яв-
ный вид его решения (теорема 3). Этот резуль-
тат позволил найти явный вид свободной гра-
ницы, отделяющей внутренность области оста-
новки от области продолжения наблюдений,
которая состоит из одной точки (теорема 3),
а также сформировать простые и легко прове-
ряемые условия оптимальности момента оста-
новки (теорема 3). Все доказательства вынесе-
ны в приложения.

1. Постановка задачи с конечным
горизонтом

В этом разделе сформулирована задача об
оптимальной остановке случайного блужда-
ния, когда функция полезности наблюдателя
– экспоненциальная, а горизонт конечен. Кро-
ме того, здесь приведены известные результа-
ты из теории оптимальных правил остановки
в терминах рассматриваемой задачи.

Пусть на вероятностном пространстве
(Ω, F, P ) задана частичная последователь-
ность случайных величин {X0,x

n }n∈N0
(где

N0
∆
={0, ..., N}, горизонт N <∞):

X0,x
n+1 = X0,x

n + pn+1, X
0,x
n

∣∣
n=0

= x, (1)

здесь x ∈ R1 – любое, {pn}n>1 – последова-
тельность независимых в совокупности оди-
наково распределенных случайных величин
с функцией распределения Fp(x). Ясно, что
частичная последовательность {X0,x

n }n∈N0
яв-

ляется однородной марковской и описывает
случайное блуждание на R1. Зададим филь-
трацию: Fn , σ{p1, ..., pn}, n ∈ {1, ..., N}, F0 –
тривиальная σ-алгебра.

Положим, что для любого n ∈ N0 значение
полезности для наблюдателя определяется по
формуле

fn = βn(1− e−δX0,x
n ), (2)

где β ∈ (0, 1] – коэффициент дисконтирования,
а δ ∈ (0,∞) – коэффициент неприятия риска.

Пусть τ – момент остановки относитель-
но фильтрации {Fn}n∈N0

, а TNn – множество
моментов остановки τ таких, что 0 6 n 6
τ(ω) 6 N для любого ω ∈ Ω. Очевидно, что
если τ ∈ TN0 , то имеет место равенство fτ ,

fn|n=τ =
N∑
l=0

flI{τ=l}, где I{τ=l} ,

{
1, τ = l,

0, τ 6= l.

Предположим, что для любого x ∈ R1 выпол-
няется условие:

E max
n∈N0

βn

(
1− e

−δ(x+
n∑
i=1

pi)

)
<∞. (3)

Теперь мы можем сформулировать задачу
об оптимальной остановке, рассматриваемую
в статье

Eβτ
(

1− e−δX0,x
τ

)
→ sup

τ∈TN0
. (4)

Через vN0 (x) обозначим величину

vN0 (x) , sup
τ∈TN0

Eβτ

(
1− e

−δ(x+
τ∑
i=1

pi)

)
,

которую называют ценой оптимальной оста-
новки. Момент остановки τ0 такой, что

sup
τ∈TN0

Eβτ

(
1− e

−δ(x+
τ∑
i=1

pi)

)

= Eβτ
0

1− e
−δ(x+

τ0∑
i=1

pi)

 ,

(5)

называют оптимальным моментом останов-
ки. Наша задача состоит в нахождении це-
ны vN0 (x) и построении оптимального правила
остановки.

Пусть vNn (x) – Fn-измеримая случайная ве-
личина, определенная формулой

vNn (x) , sup
τ∈TNn

E
[
βτ
(

1− e−δX(n,x)
τ

)]
, (6)

где X(n,x)
τ , x+

τ∑
i=n+1

pi, n ∈ N0. Ее называют

урезанной ценой в момент времени n. Посколь-
ку TNn−1 ⊇ TNn

(
TN+1
n ⊇ TNn

)
, то из (5) для лю-

бых x ∈ R1 следует неравенство

vNn−1(x) > vNn (x)
(
vN+1
n (x) > vNn (x)

)
. (7)

Из теории оптимальных правил остановки
[6, 10] известно, что если выполнено условие
(3), то для любого x ∈ R1 урезанная цена удо-
влетворяет рекуррентному соотношению{

vNn (x) = max
{
βn(1− e−δx), βE

[
vNn+1(x+ p1)

]}
,

vNn (x)
∣∣
n=N

= βN (1− e−δx).
(8)

Также известно [10], что

vNn (x) = βnvN−n0 (x). (9)

Пусть k = N − n и vk(x) , vk0 (x)|k=N−n. Тогда
из (8) следует, что vk(x) удовлетворяет рекур-
рентному соотношениюv

k(x) = max
{

1− e−δx, βE
[
vk−1(x+ p1)

]}
,

vk(x)
∣∣
k=0

= 1− e−δx.
(10)

��
��
51



Из (10) следует, что для любого x ∈ R1 имеют
место неравенства

vk(x) > 1− e−δx,

vk(x) > βE
[
vk−1(x+ p1)

]
.

(11)

Кроме того, из (7) и (9) следует, что для лю-
бого x ∈ R1

vk+1(x) > vk(x), (12)

т. е. последовательность монотонно не убыва-
ет. Отметим еще, что (10) позволяет для каж-
дого k ∈ N0 разбить пространство R1 на две
области:

i) Γk ,
{
x ∈ R1 : vk(x) = 1− e−δx

}
=
{
x ∈ R1 : 1− e−δx > βE

[
vk−1(x+ p1)

]}
,

(13)

которую называют множеством остановки
[10], и

ii) Ck ,
{
x ∈ R1 : 1− e−δx < βE

[
vk−1(x+ p1)

]}
=
{
x ∈ R1 : vk(x) = βE

[
vk−1(x+ p1)

]}
,

(14)

которую называют множеством продолжения
наблюдений [10]. Очевидно, что для любого
k ∈ N0

Γk ∩ Ck = ∅, (15)

Γk ∪ Ck = R1. (16)
Из (10) и определения областей Γk и Ck сле-
дует, что для любых
(k, x) ∈ N0 ×R1

vk(x) =

1− e−δx, x ∈ Γk,

βE
[
vk−1(x+ p1)

]
, x ∈ Ck.

(17)

Из последнего равенства следует, что vk(x) до-
пускает представление

vk(x) = (1− e−δx)IΓk(x)

+ βE
[
vk−1(x+ p1)

]
ICk(x),

(18)

где IB ,

{
1, x ∈ B,
0, x /∈ B – индикатор множества

B ⊆ R1. Заметим, что (18) с учетом (16) мож-
но переписать в виде

vk(x) = (1− e−δx)

+
(
βE
[
vk−1(x+ p1)

]
− 1 + e−δx

)
ICk(x).

Кроме того, из (12) – (16) следует, что последо-
вательности {Γk}k∈N0

и {Ck}k∈N0
монотонны,

и имеют место включения

Γ0 ⊆ Γ1 ⊆ ... ⊆ Γk ⊆ ... ⊆ ΓN = R1, (19)

C0 ⊇ C1 ⊇ ... ⊇ Ck ⊇ ... ⊇ CN = ∅.

Для любого k ∈ N0 область Γk ⊆ R1 разо-
бьем на две непересекающиеся подобласти:

i) ∂Γk ,
{
x ∈ R1 : 1− e−δx = βE

[
vk−1(x+ p1)

]}
–

множество граничных точек области Γk,
ii) intΓk ,

{
x ∈ R1 : 1− e−δx > βE

[
vk−1(x+ p1)

]}
–

внутренность множества Γk. Очевидно, что
Γk = ∂Γk ∪ intΓk.

Заметим, что ∂Γk 6= ∅ тогда и только то-
гда, когда существует хотя бы один корень
уравнения

1− e−δx = βE
[
vk−1(x+ p1)

]
, (20)

который обозначим через x(k) ∈ R1. Очевид-
но, что если точка x(k) ∈ ∂Γk, то она является
граничной точкой области Γk, которая отделя-
ет область Ck от множества intΓk. Последова-
тельность {x(k)}k∈N0

называют свободной гра-
ницей [9, 10].

Таким образом, проблема построения реше-
ния задачи об оптимальной остановке (4) сво-
дится: i) к нахождению решения рекуррентно-
го соотношения (10), ii) к построению свобод-
ной границы.

2. Основные результаты для случая
конечного горизонта

В этом разделе приведено решение задачи
об оптимальной остановке случайного блуж-
дания с дисконтированной экспоненциальной
функцией полезности наблюдателя и конеч-
ным горизонтом, сформулированной в пунк-
те 1. Здесь устанавливается: i) явный вид ре-
шения рекуррентного соотношения (10) (тео-
рема 1), ii) условия существования оптималь-
ного правила остановки (теорема 2).

Пусть ϕ(δ) , E
[
e−δp1

]
— производящая

функция моментов случайной величины p1

[9, 10]. Предположим, что она удовлетворяет
условию:

∀δ ∈ (0,∞) : 0 < ϕ(δ) <∞. (21)

Теорема 1. Пусть наблюдается случайное
блуждание, заданное соотношениями (1), а
функция полезности имеет вид (2), причем
выполнены условия (3), (21). Тогда справедли-
вы следующие утверждения.

1) Для любых (k, x) ∈ N0 ×R1 и δ ∈ (0,∞)
рекуррентное соотношение (10) имеет един-
ственное решение:

vk(x) = 1− e−δx

+ max
[
βk(1− ϕk(δ)e−δx)− 1 + e−δx, 0

]
.

(22)

��
��
52



2) Для любых k ∈ N0 и δ ∈ (0,∞) области
∂Γk, int Γk и Ck допускают представления со-
ответственно:

∂Γk =
{
x ∈ R1 : 1− e−δx = βk(1− ϕk(δ)e−δx)

}
, (23)

int Γk =
{
x ∈ R1 : 1− e−δx > βk(1− ϕk(δ)e−δx)

}
, (24)

Ck =
{
x ∈ R1 : 1− e−δx < βk(1− ϕk(δ)e−δx)

}
.

Доказательство теоремы 1 приведено в
приложении 1.

Теорема 2. Пусть выполнены условия тео-
ремы 1 и для любого δ ∈ (0,∞):

1) E|p1|e−δp1 <∞,
2) E|p1|2e−δp1 <∞.

Тогда справедливы следующие утверждения.
1) Пусть β = 1, |Ep1| <∞, а δ ∈ (0,∞).

Тогда для любого k ∈ N0 множество
Γk = R̄1(, R1 ∪ {∞})(x(k) = −∞), а τ0 = 0.

2) Пусть β ∈ (0, 1), |Ep1| <∞, а
{(β, δ) ∈ (0, 1)× (0,∞) : βϕ(δ) > 1} 6= ∅. То-
гда для любого k ∈ N0 Γk = R1, а τ0 = 0.

3) Пусть β ∈ (0, 1), |Ep1| <∞, а
{(β, δ) ∈ (0, 1)× (0,∞) : βϕ(δ) < 1} 6= ∅. То-
гда:

i) частичная последовательность
{x(k)}k∈N0

, где

x(k) ,
1

δ
ln

1− βkϕk(δ)
1− βk

, (25)

монотонно не возрастает и описывает эво-
люцию свободной границы;

ii) для любого k ∈ N0 область остановки
имеет вид Γk =

{
x ∈ R1 : x > x(k)

}
;

iii) оптимальное правило остановки τ0 яв-
ляется пороговым и имеет вид

τ0 = inf
{
k ∈ N0 : X0,x

k > x(k)
}
∧N. (26)

Теорема 2 доказана в приложении 2.

3. Задача с бесконечным горизон-
том

В этом разделе приведено решение задачи
об оптимальной остановке в предположениях,
что: i) наблюдается случайное блуждание, ii)
наблюдатель руководствуется дисконтирован-
ной экспоненциальной функцией полезности,
iii) горизонт бесконечен.

Пусть горизонт N =∞. Наблюдается слу-
чайная последовательность {X0,x

n ,Fn}n>0, за-
данная соотношениями (1). Пусть T∞0 – мно-
жество конечных марковских моментов отно-
сительно фильтрации {Fn}n>0. Предположим,
что функция полезности наблюдателя имеет

вид βτ
(
1− e−δX0,x

τ

)
. Наша задача состоит в

следующем:

E
[
βτ
(

1− e−δX0,x
τ

)]
→ sup

τ∈T∞0
. (27)

Обозначим

v(x) , sup
τ∈T∞0

E
[
βτ
(

1− e−δX0,x
τ

)]
. (28)

Функцию v(x), определенную в (28), назы-
вают ценой оптимальной остановки в зада-
че с бесконечным горизонтом. Момент оста-
новки τ0 ∈ T∞0 называют оптимальным, если
v(x) = E

[
βτ

0
(

1− e−δX
0,x

τ0

)]
.

Теперь мы можем сформулировать основ-
ной результат этого раздела.

Теорема 3. Пусть выполнены условия тео-
рем 1–2, β ∈ (0, 1) и

E
∑
n>0

βn

(
1− e

−δ
n∑
i=1

pi

)
<∞. (29)

Тогда справедливы следующие утверждения.
1) Цена оптимальной остановки v(x) для

любых x ∈ R1 допускает представление

v(x) = lim
k→∞

vk(x), (30)

где {vk(x)}k>1 – последовательность, элемен-
ты которой – урезанные цены, удовлетворяю-
щие (10) и допускающие представление (22).
Кроме того, для любых x ∈ R1 и δ ∈ (0,∞) це-
на v(x) удовлетворяет уравнению

v(x) = max
{

1− e−δx, βEv(x+ p1)
}
. (31)

2) Пусть δ1/β > 0 – корень уравнения
ϕ(t) = 1

β , а δ ∈ (0, δ1/β) – любое. Тогда для лю-
бых x ∈ R1 решение задачи (27) имеет вид

v(x) = 1− e−δx + max{A∗e−δ1/βx − 1 + e−δx, 0}, (32)

τ0 = inf
{
k > 0 : X

(0,x)
k > xr

}
, (33)

где (A∗, xr) ∈ R2:

A∗ = − δ

δ1/β

(
δ1/β − δ

δ

) δ1/β−δ

δ

, (34)

xr =
1

δ
ln
δ1/β − δ

δ
. (35)
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Доказательство теоремы 3 приведено в
приложении 3.

Заключение

В статье приведен новый пример построе-
ния решения задачи об оптимальной останов-
ке случайного блуждания с экспоненциальной
функцией полезности, содержательная часть
которого состоит в том, что в этом случае уда-
ется найти явное решение рекуррентного соот-
ношения беллмановского типа, которое соот-
ветствует вышеуказанной задаче как с конеч-
ным, так и с бесконечным горизонтом.

Приложение 1.

Доказательство теоремы 1 опирается на
вспомогательное утверждение.

Лемма 1. Пусть выполнены условия теоре-
мы 1, а семейство {ṽk(x)}k∈N0

скалярных бо-
релевских функций, определенных на R1, удо-
влетворяет рекуррентному соотношениюṽ

k(x) = βE
[
ṽk−1(x+ p1)

]
,

ṽk(x)
∣∣
k=0

= 1− e−δx.
(36)

Тогда для любых (k, x) ∈ N0 ×R1 и δ ∈ (0,∞)
уравнение (36) имеет единственное решение:

ṽk(x) = βk
(

1− ϕk(δ)e−δx
)
, (37)

где ϕ(δ) – производящая функция моментов
случайной величины p1.

Доказательство. Проведем его по индук-
ции. Очевидно, что при k = 0 предпо-
ложение индукции выполнено. Пусть те-
перь k = 1. Тогда из (36) следует, что
ṽ1(x) = βE

[
1− e−δ(p1+x)

]
= β

(
1− ϕ(δ)e−δx

)
.

Пусть теперь

ṽk−1(x) = βk−1
(

1− ϕk−1(δ)e−δx
)
. (38)

Установим, что ṽk(x) имеет вид (37). Действи-
тельно, подставляя (38) в (36), имеем

ṽk(x) = βE
[
ṽk−1(x+ p1)

]
= βkE

[
1− ϕk−1(δ)Ee−δ(x+p1)

]
= βk

(
1− ϕk−1(δ) Ee−δp1e−δx

)
= βk

(
1− ϕk(δ)e−δx

)
.

Основной шаг индукции обоснован, а с ним
и утверждение леммы, поскольку единствен-
ность решения (36) очевидна.

Доказательство теоремы 1. Доказательство
пункта 1. Рассмотрим рекуррентное соотно-
шение (10), решение которого допускает пред-
ставление (18). К (10) применим метод ин-
дукции. Отсюда следует существование един-
ственного решения (10).

Из (12) – (16) следует, что для любых
k ∈ N0 имеется три возможности: а) Ck = ∅
(Γk = R1), б) Ck = R1 (Γk = ∅), в) Ck 6= ∅ и
Γk 6= ∅. Рассмотрим их.

Возможность 1. Из (17) следует, что для
любых k ∈ N0 величина vk(x) = 1− e−δx. По-
этому из (18) следует, что для любого
l ∈ {k, ..., N} множество Γl = R1. Стало быть,
для любых l ∈ {k, ..., N} и x ∈ R1 функция
vl(x) = 1− e−δx.

Возможность 2. Из (14) следует, что
vk(x) = βE

[
vk−1(x+ p1)

]
. Из (19) полу-

чаем для любого 0 6 m 6 k включение
Cm ⊆ Ck. Поэтому из (13) следует, что
vk(x)|m=0 = 1− e−δx. А в силу леммы 1 vm(x)
для любого x ∈ Cm допускает представление

vm(x) = βm
[
1− ϕm(δ)e−δx

]
. (39)

Возможность 3. Из (13) и условия Ck 6= ∅
в силу (19) следует, что имеет место вклю-
чение C0 ⊆ C1 ⊆ ... ⊆ Ck−1 ⊆ Ck 6= ∅. Поэто-
му Ck−1 6= ∅ и из леммы 1 имеем для любого
x ∈ Ck−1:

vk−1(x) = βk−1
(

1− ϕk−1(δ)e−δx
)
. (40)

Поскольку Ck 6= ∅, то для любого x ∈ Ck име-
ет место равенство vk(x) = βE

[
vk−1(x+ p1)

]
.

Значит, проведя выкладку, аналогичную
(39), получим, что при x ∈ Ck(6= ∅)

vk(x) = βk
(

1− ϕk(δ)e−δx
)
. (41)

Стало быть, (13) с учетом (40) и (41) дает для
любого x ∈ R1 следующий вид урезанной цены
vk(x):

vk(x) = 1− e−δx

+
[
βk
(

1− ϕk(δ)e−δx
)
− 1 + e−δx

]
ICk(x).

(42)

Поскольку Ck 6= ∅, то из (42) для любого
x ∈ Ck следует соотношение

0 < vk(x)− 1 + e−δx

= βk
(

1− ϕk(δ)e−δx
)
− 1 + e−δx.

(43)

Следовательно, (42), с учетом (43), для любо-
го x ∈ R1 примет вид (22). Пункт 1) теоремы
доказан полностью.

Доказательство пункта 2. Пусть Ck 6= ∅.
Тогда из пункта 1 теоремы 1 и (42) следует,
что для любого x ∈ R1 имеет место равенство
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vk(x)− 1 + e−δx

=

{
0, x /∈ Ck,

βk
(

1− ϕk(δ)e−δx
)
− 1 + e−δx, x ∈ Ck.

Отсюда, из (11) и определения Ck следует ра-
венство
Ck = {x ∈ R1 : vk(x)− 1 + e−δx > 0}

=
{
x ∈ R1 : βk

(
1− ϕk(δ)e−δx

)
− 1 + e−δx > 0

}
.
(44)

Определение Γk(, R1/Ck) и (44) дают

Γk = {x ∈ R1 : βk
(
1− ϕk(δ)e−δx

)
6 1− e−δx}. (45)

Из (45) и определений ∂Γk и intΓk следуют (23)
и (24).

Приложение 2.

При доказательстве теоремы 2 нам по-
требуются следующие свойства производящей
функции моментов ϕ(δ) случайной величи-
ны p1.

Лемма 2. Пусть для любого δ ∈ (0,∞) вы-
полнены условия:

а) 0 < ϕ(δ) <∞,
б) 0 < E

[
p2

1e
−δp1

]
<∞.

Тогда справедливы следующие утверждения.
1) ϕ(0) = 1.
2) Существуют и конечны первая и вто-

рая правые производные ϕ(δ) в точке 0, при-
чем: i) dϕ(0)

dδ = −Ep1, ii)
d2ϕ(0)
dδ2 = Ep2

1.
3) Для любого δ ∈ (0,∞) функция ϕ(δ)

строго выпукла и для любого β ∈ (0, 1] суще-
ствует единственный корень δ1/β уравнения

ϕ(δ) =
1

β
. (46)

Доказательство. Из условий a) и б) очевид-
ным образом следуют утверждения 1 и 2.
Кроме того, из условия б) вытекает для лю-
бого δ ∈ (0,∞) неравенство d2ϕ(δ)

dδ2 = Ep2
1 > 0.

Поэтому очевидно, что 0 < d2ϕ(δ)
dδ2 <∞. Зна-

чит, производящая функция ϕ(δ) – строго вы-
пукла. Поскольку dϕ(0)

dδ = −Ep1, то имеется
два возможных варианта поведения функции
ϕ(δ).

Вариант 1. Пусть Ep1 6 0. Тогда dϕ(0)
dδ > 0

и dϕ(δ)
dδ не убывает. Следовательно, ϕ(δ) –

непрерывная монотонно неубывающая функ-
ция. Поэтому существует единственный ко-
рень уравнения (46).

Вариант 2. Если Ep1 > 0, то dϕ(0)
dδ < 0.

Раз для любых δ ∈ (0,∞) вторая произ-
водная d2ϕ(δ)

dδ2 > 0, то существует 0 < δ0 <∞:

min
δ∈(0,∞)

ϕ(δ)=ϕ(δ0) (где dϕ(δ0)
dδ =0, а d2ϕ(δ0)

dδ2 >0).

Стало быть, для любых δ > δ0 функция ϕ(δ)
является непрерывной и монотонно неубыва-
ющей. Поэтому существует единственное ре-
шение уравнения (46).

Доказательство теоремы 2. Сначала заме-
тим, что из утверждения 2 теоремы 1 следует,
что множество граничных точек ∂Γk 6= ∅, ес-
ли и только если уравнение (20) разрешимо
относительно x ∈ R1.

1) Пусть β = 1, |Ep1| <∞, δ ∈ (0,∞),
x(k) – корень уравнения, а k ∈ N0 – лю-
бое. Тогда, в силу условий, (20) примет вид
x(k) = 1

δ ln
[
ϕk(δ)− 1

]
. Отсюда в силу леммы 2

следует, что x(k) = −∞. Поэтому Γk = R̄1, а
τ0 = 0.

2) Пусть |Ep1| <∞, а множество пар
(β, δ) ∈ (0, 1)× (0,∞) такое, что βϕ(δ) > 1.
Тогда из (23) и (24) следует, что относи-
тельно любых x ∈ R1 выполняется неравен-
ство (0 <)1− βk > (1− βkϕk(δ))e−δx. Значит,
Γk = R1. Следовательно, τ0 = 0 .

3) Пусть |Ep1|<∞, β∈(0, 1], а δ∈(0, δ1/β),
где 0 < δ1/β – решение уравнения ϕ(δ) = 1

β .
Тогда очевидно, что в этом случае
1− βkϕk(δ) > 0, поскольку βϕ(δ) < 1. Из
этого следует, что существуют x ∈ R1

такие, что ∂Γk 6= ∅. Значит, уравнение
1− βk = (1− βkϕk(δ))e−δx имеет для любо-
го k ∈ N0 единственное решение (25). При
этом Γk = {x ∈ R1 : x > x(k)}, а τ0 имеет вид
(26).

Приложение 3.

Доказательство теоремы 3 опирается на
два вспомогательных утверждения. Сначала
выведем уравнение, которому удовлетворяет
цена в задаче об оптимальной остановке с
бесконечным горизонтом, а также некоторые
свойства его решения.

Лемма 3. Пусть выполнены условия тео-
рем 1 и 2. Предположим, что для любого
x ∈ R1 выполнено условие (29). Тогда для лю-
бого x ∈ R1 справедливы следующие утвер-
ждения.

1) Цена v(x) удовлетворяет (30) и (31).
2) Справедливы неравенства

v(x) > 1− e−δx, (47)

v(x) > βEv(x+ p1). (48)

3) Решение уравнения (31) допускает пред-
ставление (32) – (35).
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Доказательство. 1) Сначала докажем, что
имеет место (30), т. е. обоснуем возможность
осуществления поточечного предельного пе-
рехода для последовательности {vk(x)}k∈N0

.
Для этого заметим, что: i) для любых
(k, x) ∈ N0 ×R1,

∣∣∣vk(x)
∣∣∣ 6∑

n>0

βn

(
1 + Ee

−δ
(
x+

n∑
k=1

pk

))
,

ii) последовательность {vk(x)}k∈N0
– монотон-

ная, в силу (6) – неубывающая. Поэтому су-
ществует поточечный предел, обозначаемый
v(x) , lim

k→∞
vk(x). Теперь рассмотрим рекур-

рентное соотношение (9) и обоснуем возмож-
ность предельного перехода в нем. Действи-
тельно, в силу теоремы о монотонной сходи-
мости и вышеуказанных замечаний получаем,
что v(x) удовлетворяет уравнению (31).

2) Неравенства (47) и (48) следуют из нера-
венств (10), (11) и устанавливаются с помо-
щью предельного перехода при k →∞.

3) Для доказательства (32) – (35) нам при-
дется ввести ряд новых объектов. Из рекур-
рентного соотношения (31) следует, что R1

можно разбить на две непересекающиеся об-
ласти:

i) область остановки Γ:

Γ , {x ∈ R1 : v(x) = 1− e−δx}
= {x ∈ R1 : 1− e−δx > βEv(x+ p1)},

(49)

ii) область продолжения наблюдений

C , {x ∈ R1 : v(x) = βE [v(x+ p1)]}
= {x ∈ R1 : βE [v(x+ p1)] > 1− e−δx}.

Очевидно, что Γ ∩ C = ∅, Γ ∪ C = R1. В силу
(31) и (49) для любого x ∈ R1

v(x) =

{
1− e−δx, x ∈ Γ,

βE [v(x+ p1)] , x ∈ C,

или, что то же,

v(x) =
(
1− e−δx

)
IΓ(x) + βE [v(x+ p1)] IC(x). (50)

Отсюда следует, что решение (50) допускает
представление:

v(x) = 1− e−δx +
[
βE [v(x+ p1)]− 1 + e−δx

]
IC(x)

= 1− e−δx + max
[
βE [v(x+ p1)]− 1 + e−δx, 0

]
.

Лемма 4. Пусть ωk(x) для любых k ∈ N0 и
x ∈ R1 удовлетворяет рекуррентному соот-
ношениюωk(x) = βE

[
ωk−1(x+ p1)

]
,

ωk(x)|k=0 = A∗e−δ1/βx,
(51)

где δ1/β – единственный корень уравне-
ния ϕ(δ) = 1

β , A∗ – некоторая констан-
та. Тогда существует ω(x) такое, что
ω(x) = lim

k→∞
ωk(x) = A∗e−δ1/βx, которое явля-

ется единственным решением уравнения

ω(x) = βE [ω(x+ p1)]. (52)

Доказательство. Доказательство проведем
по индукции. Из (51) следует, что

ω1(x) = βE
[
A∗e−δ1/β(x+p1)

]
= βA∗e−δ1/βxEe−δ1/βp1

= βϕ(δ1/β)A∗e−δ1/βx.

Поскольку βϕ(δ1/β) = 1, то ω1 = A∗e−δ1/βx.
Пусть ωk−1 = A∗e−δ1/βx. Установим, что
ωk = A∗e−δ1/βx. Из рекуррентного соотноше-
ния (51) следует искомое равенство

ωk(x) = βE
[
A∗e−δ1/β(x+p1)

]
= A∗e−δ1/βxβϕ(δ1/β)

= A∗e−δ1/βx.

Следовательно

ω(x) = lim
k→∞

ωk(x) = A∗e−δ1/βx. (53)

Очевидно, что A∗e−δ1/βx – решение (52). Един-
ственность следует из единственности преде-
ла.

Доказательство теоремы 3. 1) В силу
монотонности последовательности функций
{vk(x)}k∈N0

(см. (12)) для любого x ∈ R1 су-
ществует предел

v(x) = lim
k→∞

vk(x) = lim
N→∞

(
vk(x)

∣∣∣
k=N−n

)
= lim

N→∞
sup
τ∈TNn

Eβτ (1− eδXτ ).

При этом, в силу условий, |v(x)| <∞, поэто-
му из утверждения леммы 3 следует, что цена
v(x) удовлетворяет уравнению (31). Кроме то-
го, из леммы 3 следует, что для любого x ∈ R1

величина v(x) допускает представление (32).
Из (32) следует, что имеется три возможно-
сти: 1) Γ = ∅ (C = R1), 2) Γ = R1 (C = ∅),
3) Γ 6= ∅ и C 6= ∅ (Γ ∪ C = R1).
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В случае 1 из (50) для любого x ∈ R1 полу-
чаем v(x) = 1− e−δx.

В случае 2 из (31) и (50) следует, что v(x)
удовлетворяет (52). Заметим также, что в силу
леммы 4 решение уравнения (52) существует,
единственно и имеет вид (53).

В случае 3 из условия C 6= ∅ для любо-
го x ∈ R1 получаем (50). Поэтому, согласно
лемме 4, для любого x ∈ C цена имеет вид
(53), а решение (31) можно представить в виде
v(x) = 1− e−δx + max(A∗e−δ1/βx − 1 + e−δx, 0).

Для завершения доказательства теоремы 3
нам осталось найти значения A∗ и границу об-
ласти остановки, которую обозначим через xr.
Ранее отмечалось, что ∂Γ 6= ∅ тогда и толь-
ко тогда, когда разрешимо (относительно x)
уравнение

1− e−δx = A∗e−δ1/βx. (54)

Его решение — это и есть граница xr. Кроме
того, известно [9, 10], что в точке xr должно
выполняться условие «гладкого склеивания»,
которое в данном случае имеет вид

δe−δxr = −δ1/βA
∗e−δ1/βxr . (55)

Легко убедиться в том, что (54) и (55) образу-
ют систему, вообще говоря, нелинейных урав-
нений относительно (A∗, xr). Очевидно, что
она имеет единственное решение, которое име-
ет вид (32) – (35). Равенство (35) очевидно.
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