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О ПРЕДЕЛЬНОМ РАСПРЕДЕЛЕНИИ
МАКСИМАЛЬНОГО ОБЪЕМА ДЕРЕВА
В ЛЕСЕ ГАЛЬТОНА – ВАТСОНА
Е. В. Хворостянская

Институт прикладных математических исследований КарНЦ РАН,
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Рассматривается критический ветвящийся процесс Гальтона – Ватсона, начи-
нающийся с N частиц, число прямых потомков которого имеет распределение
pk = (k + 1)−τ − (k + 2)−τ , k = 0, 1, 2, . . . Для соответствующего леса Галь-
тона – Ватсона с N деревьями и n некорневыми вершинами получено пре-
дельное распределение максимального объема дерева при N,n → ∞ так, что
0 < C1 � n/N � C2 < ∞.

К люч е вы е c л о в а: ветвящийся процесс Гальтона – Ватсона; случайный лес;
максимальный объем дерева; предельное распределение.

E. V. Khvorostyanskaya. ON THE LIMIT DISTRIBUTION
OF THE MAXIMUM TREE SIZE IN A GALTON-WATSON
FOREST
We consider the critical Galton – Watson branching process starting with N
particles where the number of direct descendants has a distribution pk = (k +
1)−τ − (k+2)−τ , k = 0, 1, 2, . . . For the corresponding Galton – Watson forest with
N trees and n non-root vertices the limit distribution of the maximum tree size is
obtained as N,n → ∞ such that 0 < C1 � n/N � C2 < ∞.

K e ywo r d s: Galton – Watson branching process; random forest; maximum tree
size; limit distribution.

Пусть GN – критический ветвящийся про-
цесс Гальтона – Ватсона, начинающийся в мо-
мент времени t = 0 с N частиц, в котором чис-
ло прямых потомков одной частицы задается
случайной величиной ξ с распределением

pk = P {ξ = k} , k = 0, 1, 2, . . . , p0 > 0. (1)

Совокупность траекторий процесса Гальто-
на – ВатсонаGN с соответствующим распреде-
лением вероятностей называется лесом Галь-
тона – Ватсона с N деревьями и является
частным случаем случайного леса. Обозначим

такой лес через FN . Будем считать, что на-
чальные частицы процесса GN и, следователь-
но, деревья в лесе FN занумерованы числами
1, . . . , N .

Исходный процесс GN индуцирует на под-
множестве FN,n траекторий процесса GN , име-
ющих N + n вершин, условное распределе-
ние вероятностей при условии, что число вер-
шин равно N + n. Построенный таким обра-
зом лес Гальтона – Ватсона с N деревьями
и n некорневыми вершинами обозначим че-
рез FN,n. Подробно такие леса изучались в [4].
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В частности, при условии существования ко-
нечного третьего момента распределения (1) и
N,n → ∞ получено полное описание предель-
ного поведения максимального объема дере-
ва, числа деревьев заданного объема, высоты
дерева. Некоторые другие характеристики та-
ких лесов рассматривались также в [6, 8, 10].
В [2] доказано, что условие Eξ3 < ∞ можно
заменить болеее слабым: Eξ2 < ∞. В насто-
ящей работе приводится пример случайного
леса Гальтона – Ватсона FN,n, в котором рас-
пределение (1) имеет только конечный первый
момент. Главным результатом статьи являет-
ся предельная теорема о максимальном объ-
еме дерева в таком случайном лесе. При ре-
шении использован подход, предложенный в
книге [4], а также результаты работы [1].
Пусть число прямых потомков одной части-

цы ветвящегося процесса GN имеет распреде-
ление

pk = P {ξ = k} =
1

(k + 1)τ
− 1

(k + 2)τ
, (2)

k = 0, 1, 2, . . . Идея рассмотреть такой вет-
вящийся процесс появилась в связи с тем,
что ветвящиеся процессы Гальтона – Ват-
сона находят применение при исследова-
нии Интернет-графов [9], а одной из наибо-
лее известных и изученных моделей графа
Интернет-типа [7, 11] является модель, в ко-
торой степени вершин имеют распределение

qk =
1

kτ
− 1

(k + 1)τ
, k = 1, 2, . . . (3)

Сдвиг на 1 в распределении (2) обуслов-
лен необходимостью существования траекто-
рий ветвящегося процесса с ограниченным
числом частиц, поскольку в рассматриваемой
модели число некорневых вершин в лесе Галь-
тона – Ватсона равно n.
Учитывая (2), несложно показать, что

m = Eξ = ζ(τ)− 1,

где ζ(x) – дзета-функция Римана. Посколь-
ку ветвящийся процесс GN является критиче-
ским, выполнено равенство m = 1, из которо-
го следует, что значение параметра τ опреде-
ляется соотношением ζ(τ) = 2 и находится в
пределах 1 < τ < 2.
Обозначим через ν1(F), ν2(F), . . . , νN (F)

случайные величины, равные объемам дере-
вьев леса FN,n.
Согласно [4], классу лесов FN,n соответ-

ствует ветвящийся процесс Гальтона – Ватсо-
на G, распадающийся на N независимых про-
цессовG(1), G(2), . . . , G(N), начинающихся с од-
ной частицы, в котором случайные величины

ξ1(λ), ξ2(λ), . . ., равные числу прямых потом-
ков одной частицы, имеют распределение

pk(λ) =
λkpk
F (λ)

, k = 0, 1, 2, . . . , 0 < λ � 1, (4)

где

F (z) =

∞∑
k=0

pkz
k. (5)

Обозначим через ν(1), ν(2), . . . , ν(N) незави-
симые одинаково распределенные случайные
величины, равные числу частиц, существовав-
ших в процессах G(1), G(2), . . . , G(N) до их вы-
рождения, и пусть ν – случайная величина,
равная общему числу частиц, существовавших
в процессе G до его вырождения:

ν = ν(1) + ν(2) + . . .+ ν(N).

В [4] показано, что справедливо равенство

P {ν1(F) = k1, . . . , νN (F) = kN}
(6)

= P
{
ν(1) = k1, . . . , ν

(N) = kN |ν = N + n
}
.

Равенство (6) означает, что случай-
ные величины ν1(F), ν2(F), . . . , νN (F) и
ν(1), ν(2), . . . , ν(N) образуют обобщенную схе-
му размещения [3], и позволяет свести зада-
чу к изучению сумм независимых случайных
величин, при этом параметр распределения
независимых случайных величин может быть
выбран любым наиболее удобным способом.
Далее, если не указано дополнительно, будем
считать, что параметр λ распределения (4)
равен решению уравнения

λF
′
(λ)

F (λ)
=

n

N + n
. (7)

Пусть η(F) – случайная величина, равная
максимальному объему дерева в лесе из FN,n:

η(F) = max
1�k�N

νk(F).

Через C,C1, C2, . . . будем обозначать произ-
вольные положительные постоянные.
Справедливо следующее утверждение.

Теорема 1. Пусть N,n, r → ∞ так, что
0 < C1 � n/N � C2 < ∞,

NλarΓ(1/τ) cos(π(2− τ)/2τ)

r1+1/τπτ (Γ(1− τ) cos(πτ/2))1/τ
→ γ, (8)

где a = λ/F (λ), γ – некоторая положитель-
ная постоянная. Тогда для k = 0,±1,±2, . . .

P {η(F) � r + k + 1} → e−γak+1/(1−a).
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Докажем сначала вспомогательные утвер-
ждения (леммы 1–7), а затем с их помощью
получим теорему 1.
Введем независимые одинаково распреде-

ленные случайные величины ν
(1)
r , . . . , ν

(N)
r та-

кие, что

P
{
ν(i)r = k

}
= P

{
ν(1) = k|ν(1) � r + 1

}
, (9)

где i = 1, . . . , N, k = 1, 2, . . .

Обозначим νr = ν
(1)
r + . . . + ν

(N)
r , Pr =

P
{
ν(1) > r + 1

}
. Из (6) следует, что

P{η(F)�r+1}=(1−Pr)
N P{νr=N+n}

P{ν=N+n} . (10)

Таким образом, для получения предель-
ного распределения случайной величины
η(F) достаточно найти асимптотику бино-
ма (1− Pr)

N и вероятностей P {νr = N + n},
P {ν = N + n}.
Пусть независимые одинаково распреде-

ленные случайные величины ξ1, . . . , ξN имеют
распределение (2), ηN = ξ1 + . . . + ξN , ϕ(t) –
характеристическая функция случайной вели-
чины ξ1.

Лемма 1. При N → ∞, 1 < τ < 2

sup
k

∣∣∣∣N1/τP {ηN = k} − g

(
k −Nm

N1/τ

)∣∣∣∣→ 0,

где g(x) – плотность устойчивого распреде-
ления с показателем τ и характеристической
функцией

f(t)=exp

{
−Γ(1−τ)|t|τ

(
1− it

|t|tan
πτ

2

)
cos

πτ

2

}
.

Доказательство. При |x| → ∞ для функ-
ции распределения F1(x) случайной величины
ξ1 выполнены соотношения

F1(x) = 0, x < 0,

F1(x) = 1− 1 + o(1)

xτ
, x > 0,

и по теореме 2.6.1 [1] при 0 < τ < 2 распре-
деление случайной величины ξ1 принадлежит
области притяжения устойчивого закона с по-
казателем τ . В [5] показано, что при t → 0 для
характеристической функции ϕ̃(t) случайной
величины ξ̃, имеющей распределение (3), вы-
полнено соотношение

ϕ̃(t) = 1 + itζ(τ)− (−it)τΓ(1− τ) +O
(
t2
)
.

Отсюда и из равенства ϕ(t) = e−itϕ̃(t) получа-
ем, что для любого фиксированного t

ln

(
ϕN

(
t

N1/τ

))
=

itNm

N1/τ
− (−it)τΓ(1− τ) +O

(
N1−2/τ

)
.

С помощью этого соотношения находим,
что для характеристической функции ψ(t)

случайной величины (ηN −Nm) /N1/τ при
любом фиксированном t справедливо равен-
ство

lnψ(t) = −(−it)τΓ(1− τ) + o(1)

=−Γ(1−τ)cos
(πτ

2

)
|t|τ
(
1− it

|t| tan
πτ

2

)
+o(1).

Отсюда с помощью теорем 2.2.2, 4.2.1 [1] полу-
чаем утверждение леммы.

Лемма 2. Для произвольного распределения
{pk}∞k=0 такого, что p0 > 0, F

′
(1) = 1, при

N, n → ∞ существует единственное реше-
ние λ∗ уравнения (7) и

1. λ∗ → 0, если n/N → 0;

2. 0 < C3 � λ∗ � C4 < 1, если 0 < C5 �
n/N � C6 < ∞;

3. λ∗ → 1, если n/N → ∞.

Доказательство. Пусть m(λ) =
λF

′
(λ)/F (λ). Нетрудно видеть, что

m
′
(λ) =

R(λ)

F 2(λ)
,

где

R(λ) =
(
F

′
(λ) + λF

′′
(λ)
)
F (λ)− λ

(
F

′
(λ)
)2

.

Используя (5), находим, что

R(λ) =

∞∑
k=0

(k + 1)2pk+1λ
k

∞∑
k=0

pkλ
k

−
∞∑
k=1

kpkλ
k

∞∑
k=0

(k + 1)pk+1λ
k =

∞∑
k=0

rkλ
k,

где
r0 = p0p1, r1 = 22p0p2,

r2 = 32p0p3 + p1p2, r3 = 42p0p4 + 22p1p3,

r2s = (2s+ 1)2p0p2s+1 + (2s− 1)2p1p2s

+(2s− 3)2p2p2s−1+. . .+psps+1, s=2, 3, . . . ,
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r2s−1 = (2s)2p0p2s + (2s− 2)2p1p2s−1

+(2s−4)2p2p2s−2+. . .+22ps−1ps+1, s=3, 4, . . .

Легко видеть, что для любого λ > 0 выполнено
неравенство R(λ) > 0. Значит, m(λ) монотон-
но возрастает при λ > 0 и, поскольку функция
m(λ) непрерывна, уравнениеm(λ) = n/(N+n)
имеет единственное решение. Отсюда нетруд-
но получить утверждение леммы, учитывая,
что m(0) = 0, m(1) = 1.
Лемма 3. При выполнении условий теоре-
мы 1 для любого целого фиксированного k

NPr+k → γak+1(1− a)−1.

Доказательство. С помощью леммы 1.3.4
[4] находим, что

NPr+k=NP
{
ν(1)=r + 1

} ∞∑
l=1

r + 1

r + k + 1 + l

× P {ξ1(λ) + . . .+ ξr+k+1+l(λ) = r + k + l}
P {ξ1(λ) + . . .+ ξr+1(λ) = r} .

Используя (4), получаем равенство

NPr+k = NP
{
ν(1) = r + 1

}
ak

×
∞∑
l=1

al(r + 1)P {ηr+k+1+l = r + k + l}
(r + k + 1 + l)P {ηr+1 = r} ,

где a = λ/F (λ). С помощью леммы 1 при
r → ∞ и m = 1 отсюда находим, что

NPr+k = NP
{
ν(1) = r + 1

}
ak

×
∞∑
l=1

alr1+1/τg
(−(r + k + 1 + l)−1/τ

)
(1+o(1))

(r + k + l)1+1/τg
(−(r + 1)−1/τ

)
= NP

{
ν(1) = r + 1

}
ak

∞∑
l=1

alr1+1/τ (1 + o(1))

(r + k + l)1+1/τ
.

Учитывая лемму 2, несложно показать, что
a < 1. Тогда

∞∑
l=1

al
(

r

r + k + l

)1+1/τ

=
a

1− a
+ o

(
1

r

)
и выполнено соотношение

NPr+k=NP
{
ν(1)=r + 1

} ak+1

1− a
(1+o(1)). (11)

С помощью леммы 1.3.4 [4] и леммы 1 по-
лучаем, что при r → ∞

P
{
ν(1) = r + 1

}
=

λar

r + 1
P {ηr+1 = r}

(12)

=
λarg

(−r−1/τ
)

r1+1/τ
(1 + o(1)).

Используя равенство (2.3.1) и теорему 2.4.5 [1],
можно показать, что при x < 0

g(x) =
1

π

(
Γ(1− τ) cos

πτ

2

)−1/τ

(13)

×
(
Γ(1/τ)

τ
cos

π(2− τ)

2τ
+R(x)

)
,

где

R(x) =

∞∑
k=1

Γ
(
k+1
τ

)
τk!

(−x)k
(
Γ(1− τ) cos

πτ

2

)−k/τ

× cos

(
πk

2

(
1−

(
1 +

1

k

)
2− τ

τ

))
.

Нетрудно проверить, что

|R(x)| � C7

∞∑
k=1

(C8|x|)k

и, следовательно, R(x) = O(x) при x → 0. От-
сюда и из (12), (13) получаем, что при выпол-
нении условий леммы

P
{
ν(1) = r + 1

}
=

λar

r1+1/τ

(14)

×Γ(1/τ) cos π(2−τ)
2τ (1 + o(1))

πτ
(
Γ(1− τ) cos πτ

2

)1/τ =
γ

N
(1 + o(1)).

Из (11), (14) следует утверждение леммы.

Обозначим

m(λ) = Eξ1(λ), σ2(λ) = Dξ1(λ),

ηs(λ) = ξ1(λ) + . . .+ ξs(λ),

и пусть ϕλ(t) – характеристическая функ-
ция случайной величины ξ1(λ), ϕs(t) – ха-
рактеристическая функция случайной величи-
ны (ηs(λ)− sm(λ)) /σ(λ)

√
s. Нетрудно видеть,

учитывая (4), что

m(λ) = λF
′
(λ)/F (λ). (15)

Лемма 4. При s → ∞ и 0 < C9 � λ � C10 < 1
равномерно по t в любом конечном интервале

ϕs(t) → e−t2/2.
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Доказательство. Учитывая (4), легко по-
лучить равенство

ϕλ(t) =

∞∑
k=0

eitkpk(λ) =
F
(
λeit

)
F (λ)

.

Используя это соотношение и (2), можно по-
казать, что

(lnϕλ(t))
′
=

iS1

(
λeit

)
F (λeit)

,

(lnϕλ(t))
′′
= −S2

(
λeit

)
F (λeit)

+

(
S1

(
λeit

)
F (λeit)

)2

, (16)

(lnϕλ(t))
′′′
= − iS3

(
λeit

)
F (λeit)

(17)

+
3iS1

(
λeit

)
S2

(
λeit

)
F 2 (λeit)

− 2i

(
S1

(
λeit

)
F (λeit)

)3

,

где

S1(z)=

∞∑
k=0

kzkpk=−(1− z)

∞∑
k=0

zk

(k + 2)τ−1

(18)

+(2− z)

∞∑
k=0

zk

(k + 2)τ
,

S2(z)=

∞∑
k=0

k2zkpk=−(1− z)

∞∑
k=0

zk

(k + 2)τ−2

(19)

+(4− 2z)

∞∑
k=0

zk

(k + 2)τ−1
−(4− z)

∞∑
k=0

zk

(k + 2)τ
,

S3(z)=

∞∑
k=0

k3zkpk=−(1− z)

∞∑
k=0

zk

(k + 2)τ−3

+(6− 3z)

∞∑
k=0

zk

(k + 2)τ−2
(20)

− (12− 3z)

∞∑
k=0

zk

(k + 2)τ−1
+ (8− z)

∞∑
k=0

zk

(k + 2)τ
.

Нетрудно видеть, что при 0 < z < 1 выпол-
нены неравенства

0 < C11 � Si (z) � C12 < ∞, i = 1, 2, 3. (21)

Учитывая равенства (lnϕλ(t))
′

t=0 = im(λ)

и (lnϕλ(t))
′′

t=0 = −σ2(λ), по формуле Тейлора
находим, что в окрестности t0 = 0

lnϕλ(t)= im(λ)t−σ2(λ)

2
t2+

(lnϕλ(t))
′′′

t=t1

6
t3,

(22)
где |t1| < ε, ε – сколь угодно малое положи-
тельное число.
Из равенств σ2(λ) = − (lnϕλ(t))

′′

t=0, (16),
(21) получаем соотношение

0 < C13 � σ2(λ) � C14 < ∞. (23)

Тогда при s → ∞ для любого фиксирован-
ного t с помощью (22) находим, что

lnϕs(t) = − t2

2
+

t3 (lnϕλ (t/σ(λ)
√
s))

′′′

6σ3(λ)
√
s

. (24)

Поскольку 0 < C9 � λ � C10 < 1, из (17),
(21) следует, что при s → ∞ для любого фик-
сированного t справедлива оценка∣∣∣(lnϕλ

(
t/σ(λ)

√
s
))′′′∣∣∣ � C15 < ∞. (25)

Из (24), (25) получаем утверждение леммы.

Лемма 5. При s → ∞ и 0 < C9 � λ � C10 < 1
для целых неотрицательных l равномерно от-
носительно us = (l −m(λ)s) /σ(λ)

√
s в любом

конечном фиксированном интервале

P {ηs(λ) = l} =
e−u2

s/2

σ(λ)
√
2πs

(1 + o(1)).

Доказательство. По формуле обращения
справедливы равенства

2πσ(λ)
√
sP {ηs(λ) = l} =

πσ(λ)
√
s∫

−πσ(λ)
√
s

e−itusϕs(t)dt,

√
2πe−u2

s/2 =

∞∫
−∞

e−ituse−t2/2dt.

Разность

Rs = 2π

(
σ(λ)

√
sP {ηs(λ) = l} − e−u2

s/2√
2π

)
представим в виде суммы Rs = I1+I2+I3+I4,
где

I1 =

A∫
−A

e−itus

(
ϕs(t)− e−t2/2

)
dt,
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I2 = −
∫

|t|>A

e−ituse−t2/2dt,

I3 =

∫
A<|t|�εσ(λ)

√
s

e−itusϕs(t)dt,

I4 =

∫
εσ(λ)

√
s<|t|�πσ(λ)

√
s

e−itusϕs(t)dt,

положительные постоянные A, ε будут выбра-
ны позднее.
С помощью леммы 4 получаем, что I1 → 0

при выполнении условий леммы для любого
фиксированного A.
Для интеграла I2 справедлива оценка

|I2| � 2

∞∫
A

e−t2/2dt, (26)

и его можно сделать сколь угодно малым вы-
бором достаточно большого A.
Нетрудно видеть, что при достаточно ма-

лых ε для |t|/σ(λ)√s < ε выполнены соотно-
шения (24), (25), из которых при s → ∞ следу-
ет, что lnϕs(t) = −t2(1 +R)/2, где |R| � C16ε.

Тогда |ϕs(t)| � e−C17t2 и интеграл I3 можно
сделать сколь угодно малым, выбрав A доста-
точно большим.
Пусть ε � |t| � π. Поскольку максималь-

ный шаг распределения (4) равен 1 и характе-
ристическая функция ϕλ(t) непрерывно зави-
сит от λ, 0 < C9 � λ � C10 < 1, имеет место
оценка |ϕλ(t)| � e−C18 . Тогда

|I4| � 2σ(λ)
√
s

π∫
ε

e−sC18dt � 2πσ(λ)
√
se−sC18

и, учитывая (23), нетрудно видеть, что I4 → 0
при s → ∞.
Из полученных оценок интегралов I1–I4 на-

ходим, что разность Rs можно сделать сколь
угодно малой при s → ∞, откуда и следует
утверждение леммы.

Обозначим через ψr(u) характеристи-
ческую функцию случайной величины(
νr −NEν(1)

)
/
√
NDν(1) и, следуя доказа-

тельству лемм 2.4.1, 2.4.2 [4], получим пре-
дельное распределение этой случайной вели-
чины.

Лемма 6. При выполнении условий теоре-
мы 1 равномерно относительно u в любом ко-
нечном интервале

ψr(u) → e−u2/2.

Доказательство. Обозначим через ϕ(1)(u)
характеристическую функцию случайной ве-
личины ν(1) и найдем разложение lnϕ(1)(u) по
формуле Тейлора в окрестности u0 = 0. Со-
гласно лемме 1.3.2 [4] для производящей функ-
ции f1(z) случайной величины ν(1) справедли-
во равенство

f1(z) = zFλ (f1(z)) ,

где

Fλ(u) =

∞∑
k=0

pk(λ)u
k =

F (λu)

F (λ)
. (27)

С помощью этих равенств и соотношения
ϕ(1)(u) = f1

(
eiu
)
находим, что

ϕ(1)(u) =
eiuF (λϕ(1)(u))

F (λ)
.

Отсюда получаем, что(
ϕ(1)(u)

)′

=
iϕ(1)(u)

1− eiuF
′
λ

(
ϕ(1)(u)

) ,
(
lnϕ(1)(u)

)′

=
i

1− eiuF
′
λ

(
ϕ(1)(u)

) , (28)

(
lnϕ(1)(u)

)′′

= − eiuF
′
λ

(
ϕ(1)(u)

)(
1− eiuF

′
λ

(
ϕ(1)(u)

))2
(29)

− eiuϕ(1)(u)F
′′
λ

(
ϕ(1)(u)

)(
1− eiuF

′
λ

(
ϕ(1)(u)

))3 ,
(
lnϕ(1)(u)

)′′′

=
ieiuF

′
λ

(
ϕ(1)(u)

)(
1− eiuF

′
λ

(
ϕ(1)(u)

))2
− 2ieiuF

′
λ

(
ϕ(1)(u)

)(
1− eiuF

′
λ

(
ϕ(1)(u)

))3
− 3ieiuϕ(1)(u)F

′′
λ

(
ϕ(1)(u)

)(
1− eiuF

′
λ

(
ϕ(1)(u)

))4
− ieiu

(
ϕ(1)(u)

)2
F

′′′
λ

(
ϕ(1)(u)

)(
1− eiuF

′
λ

(
ϕ(1)(u)

))4
− 3ie2iuϕ(1)(u)F

′
λ

(
ϕ(1)(u)

)
F

′′
λ

(
ϕ(1)(u)

)(
1− eiuF

′
λ

(
ϕ(1)(u)

))4
− 3ie2iu

(
ϕ(1)(u)

)2 (
F

′′
λ

(
ϕ(1)(u)

))2(
1− eiuF

′
λ

(
ϕ(1)(u)

))5 .
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Учитывая (27), нетрудно видеть, что

F
′
λ(z) =

S1(λz)

zF (λ)
,

F
′′
λ (z) =

S2(λz)− S1(λz)

z2F (λ)
,

F
′′′
λ (z) =

S3(λz)− 3S2(λz) + 2S1(λz)

z3F (λ)
,

где S1(z), S2(z), S3(z) определены в (18)–(20).
С помощью леммы 2 и (21) находим, что при
0 < z < 1

0 < C19 � F
′
λ(z), F

′′
λ (z), F

′′′
λ (z) � C20 < ∞.

Поскольку, как несложно проверить, функ-
ция F

′
λ(z) возрастает по z и при выполне-

нии условий леммы справедливо соотношение
F

′
λ(1) = n/(N + n) � C21 < 1, для достаточ-
но малых значений u имеет место неравенство∣∣1− eiuF

′
λ

(
ϕ(1)(u)

)∣∣ � C22 > 0, и, следователь-
но, выполнено∣∣∣∣(lnϕ(1)(u)

)′′′∣∣∣∣ � C23 < ∞.

Учитывая это неравенство, получаем, что в
окрестности u0 = 0

lnϕ(1)(u) = iuEν(1)−u2Dν(1)/2+O
(
u3
)
, (30)

при этом с помощью (7), (27)–(29) можно по-
казать, что

Eν(1) =
n+N

N
,

(31)

Dν(1) =

(
n+N

N

)3

σ2(λ).

Используя (9), находим, что

ψr(u) = (1− Pr)
−N exp

{
− iuNEν(1)√

NDν(1)

}
×
(
ϕ(1)

(
u√

NDν(1)

))N
(
1−
(
ϕ(1)

(
u√

NDν(1)

))−1

×
∞∑
k=1

exp

{
iu(k + r + 1)√

NDν(1)

}
P
{
ν(1)=k + r + 1

})N

.

Учитывая (30) и лемму 3, отсюда получаем,
что при выполнении условий леммы для лю-
бого фиксированного u

ψr(u)=e−u2/2

(
1−Q(u)+o

(
1

N

))N

(1 + o(1)),

(32)

где

Q(u) =

∞∑
k=1

(
exp

{
iu(k + r + 1)√

NDν(1)

}
− 1

)
×P

{
ν(1) = k + r + 1

}
(1 + o(1)).

С помощью леммы 1.3.4 [4], леммы 1 и соотно-
шений

∣∣eix − 1
∣∣ < |x|, (4), (14), (23), (31) нахо-

дим, что при r → ∞

|Q(u)|�
∞∑
k=1

|u|(k + r + 1)√
NDν(1)

P
{
ν(1) = k + r + 1

}
�C24

|u|(r + 1)P
{
ν(1) = r + 1

}
√
N

∞∑
k=1

akr1/τ

(r + k)1/τ

� C25
a|u|rγ

(1− a)N3/2
= C26

|u|r
N3/2

.

Из (8) следует, что lnN/r → − ln a. Тогда при
любом фиксированном u выполнено соотноше-
ние Q(u) = o(1/N). Отсюда и из (32) получаем
утверждение леммы.

Лемма 7. При выполнении условий тео-
ремы 1 для всех целых неотрицатель-
ных l равномерно относительно uN =(
l −NEν(1)

)
/
√
NDν(1) в любом конечном

фиксированном интервале

P {νr = l} =
e−u2

N/2

√
2πNDν(1)

(1 + o(1)).

Доказательство. С помощью равенств

2π
√
NDν(1)P{νr= l}=

π
√
NDν(1)∫

−π
√
NDν(1)

e−ituNψr(t)dt,

√
2πe−u2

N/2 =

∞∫
−∞

e−ituN e−t2/2dt

разность

RN = 2π

(√
NDν(1)P {νr = l} − e−u2

N/2

√
2π

)

можно представить в виде суммы RN = I1 +
I2 + I3 + I4, где

I1 =

A∫
−A

e−ituN

(
ψr(t)− e−t2/2

)
dt,
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I2 = −
∫

|t|>A

e−ituN e−t2/2dt,

I3 =

∫
A<|t|�ε

√
NDν(1)

e−ituNψr(t)dt,

I4 =

∫
ε
√
NDν(1)<|t|�π

√
NDν(1)

e−ituNψr(t)dt,

положительные постоянные A, ε будут выбра-
ны позднее.
В силу леммы 6 при выполнении условий

леммы I1 → 0 для любого фиксированного A.
Для интеграла I2 справедлива оценка (26),

и его можно сделать сколь угодно малым вы-
бором достаточно большого A.
Оценим I3. Пусть A < |t| � ε

√
NDν(1). С

помощью (23), (30), (31) находим, что∣∣∣∣ϕ(1)

(
t√

NDν(1)

)∣∣∣∣ � e−C27t2/N .

Учитывая лемму 3, нетрудно видеть, что

∣∣∣∣∣
∞∑
k=1

eit(k+r+1)P
{
ν(1)=k + r + 1

}∣∣∣∣∣� C28

N
. (33)

Используя эти соотношения и лемму 3, по-
лучаем неравенство

|ψr(t)| � C29e
−C27t2

(
1 +

C28e
C27t2/N

N

)N

.

Отсюда и из соотношений (23), (31), t2/N �
ε2Dν(1) следует, что |ψr(t)| � C30e

−C27t2 . То-
гда

|I3| � C31

∞∫
A

e−C27t2dt,

и интеграл I3 можно сделать сколь угодно ма-
лым выбором достаточно большого A.
В области интегрирования I4 справедли-

во неравенство
∣∣∣ϕ(1)

(
t/
√
NDν(1)

)∣∣∣ � e−C32 . С
помощью этого соотношения, (33) и леммы 3
несложно показать, что |ψr(t)| � C33e

−C32N и
I4 → 0 при N → ∞.
Из полученных оценок интегралов I1–I4 по-

лучаем, что разность RN можно сделать сколь
угодно малой. Отсюда следует утверждение
леммы.

Доказательство теоремы 1
Из леммы 3 следует, что

(1− Pr+k)
N = exp

{
−γak+1

1− a

}
(1 + o(1)). (34)

Иcпользуя леммы 1.3.4 [4], 2, 5 и равенства
(7), (15), находим, что

P {ν = N + n} =
N(1 + o(1))

σ(λ)
√
2π(N + n)3/2

. (35)

Учитывая (31), из леммы 7 получаем соот-
ношение

P {νr = N + n} =
N(1 + o(1))

σ(λ)
√
2π(N + n)3/2

.

Отсюда и из (10), (34), (35) следует утвержде-
ние теоремы.

Финансовое обеспечение исследований осу-
ществлялось из средств федерального бюдже-
та на выполнение государственного задания
КарНЦ РАН (Институт прикладных мате-
матических исследований КарНЦ РАН).
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