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ДИНАМИКА ПРОЦЕССА БИООЧИСТКИ
ПРИ ПЕРЕМЕННОМ ВХОДНОМ ПОТОКЕ ЗАГРЯЗНЕНИЙ:
ИНВАРИАНТНЫЕ МНОЖЕСТВА И СТАБИЛИЗАЦИЯ

А. Н. Кириллов, И. В. Данилова

Институт прикладных математических исследований КарНЦ РАН,
ФИЦ «Карельский научный центр РАН», Петрозаводск, Россия

Предлагается математическая модель процесса биологической очистки сточ-
ных вод в аэротенке на основе естественных балансовых соотношений. Модель,
задаваемая системой нелинейных обыкновенных дифференциальных уравне-
ний, носит достаточно общий характер: функции, описывающие процесс окис-
ления и входные потоки, не конкретизируются. Найдено инвариантное мно-
жество и доказана его асимптотическая глобальная устойчивость. На основа-
нии предложенной модели разработан метод стабилизации процесса биоочист-
ки при нестационарном, кусочно-постоянном, входном потоке загрязнений.

Ключ е вы е c л о в а: стабилизация; биологичеcкая очистка; инвариантное
множество.

A. N. Kirillov, I. V. Danilova. DYNAMICS OF THE
BIOLOGICAL WASTEWATER TREATMENT PROCESS
UNDER VARIABLE POLLUTION INPUT FLOW: INVARIANT
SETS AND STABILIZATION
A mathematical model of the biological wastewater treatment process, based on
simple balance equations, is proposed. The model of the process, a nonlinear system
of ordinary differential equations, has a general nature: the functions describing
oxidation and the input flow are not specified. The invariant set is found and
its asymptotic global stability is proved. On the basis of the proposed model, a
technique has been developed to stabilize the wastewater treatment process when
the pollutant inflow is non-stationary, piecewise-constant.

K e ywo r d s: stabilization; biological treatment; invariant set.

Введение

Математическому моделированию динами-
ки процесса биологической очистки сточных
вод на основе применения активного ила по-
священо большое количество исследований
[1–3, 6–10]. Моделирование технологических
процессов, к которым относится и процесс
биоочистки, отличается от моделирования,

например, процессов движения летательных
объектов обилием факторов, влияющих на
процесс, невозможностью их точного описа-
ния, а также невозможностью проведения экс-
периментов с исследуемым процессом. Попыт-
ки учесть как можно большее число парамет-
ров и связей между ними приводят к невоз-
можности исследования модели и, в результа-
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те, к невозможности ее применения для пред-
сказания развития процесса и управления им.
В связи с этим в предлагаемой работе рассмат-
ривается простая, основанная на балансовых
соотношениях, модель системы биологической
очистки осадков сточных вод, состоящей из
аэротенка, отстойника и звена рециркуляции.

Инвариантные множества динами-
ческой системы биоочистки

Рассмотрим следующую динамическую си-
стему, представляющую модель процесса био-
очистки воды в аэротенке:⎧⎪⎨⎪⎩

ẋ = Q(a1, u) + f(x, s)− (b+ u)x,

ṡ = R(a2, b)− 1

Y
f(x, s)− (b+ u)s,

(1)

где s = s(t) – концентрация загрязнений (суб-
страта); x = x(t) – концентрация микроорга-
низмов, t – время; Y – коэффициент утилиза-
ции субстрата-загрязнителя в биомассу мик-
роорганизмов; k – константа полунасыщения;
b, a2 – соответственно скорость и концентра-
ция субстрата на входе; u, a1 – соответствен-
но скорость и концентрация биомассы в воз-
вратном потоке, u ∈ [0, ū], 0 < u – постоян-
ная, характеризующая технические возмож-
ности аэротенка; μ – максимальная удельная
скорость роста микроорганизмов. Будем счи-
тать, что Y , b, a2, a1 – положительные посто-
янные, u – управляющее воздействие. Пусть
функции Q,R, f обеспечивают единственность
решения задачи Коши.
Поясним смысл балансовых уравнений (1):

Q = Q(a1, u), R = R(a2, b) – скорости расхода
микроорганизмов и субстратов соответственно
на входе в аэротенк, Q ∈ [0, Q̄], R ∈ [0, R̄], Q̄, R̄
– положительные постоянные; f(x, s) � 0 –
скорость прироста биомассы микроорганизмов
за счет окисления ими субстратов, −f(x, s)/Y
– скорость убыли субстратов за счет их окис-
ления микроорганизмами; −(b+u)x,−(b+u)s –
скорости расхода биомассы и субстратов соот-
ветственно на выходе из аэротенка. Естествен-
но предположить, что f(x, 0) = f(0, s) = 0
и f(x, s) � cx, где 0 � c – постоянная. По-
следнее ограничение отражает насыщаемость,
присущую процессу окисления субстрата мик-
роорганизмами.
Следует отметить, что представленная ди-

намическая система (1) обобщает модель био-
очистки, предложенную в [2].
Нетрудно показать, что положительная

четверть R
2
+ = {(x, s) : x � 0, s � 0)} явля-

ется инвариантным множеством системы (1).

Также из вида правых частей системы (1) и
ограничений на Q,R, f , которые введены вы-
ше, следует, что при достаточно больших по-
стоянных x̄ � 0, s̄ � 0 инвариантным множе-
ством системы (1) является прямоугольник P
вида:

P = {(x, s) : x ∈ [0, x̄], s ∈ [0, s̄}. (2)

Соотношение (2) значит, что решения систе-
мы (1) положительно устойчивы по Лагран-
жу, что мотивирует использование этой мо-
дели процесса биоочистки. Устойчивость по
Лагранжу, как важная характеристика мате-
матических моделей экологических систем, от-
мечена в известной работе [5].

Теорема 1. Пусть Q,R – положительные
постоянные, D(u) = (Q+Y ·R)/(b+u). Тогда
прямая

l(u) =
{
(x, s) : x+ sY = D(u)

}
является интегральным притягивающим
множеством системы (1) при постоянном u.

Доказательство. Умножив второе уравнение
системы (1) на Y и сложив его с первым урав-
нением, получим

ż = Q+ Y ·R− (b+ u)z, (3)

где z = x+Y s. Приравняв правую часть урав-
нения (3) к нулю, получим его стационарное
решение

z = D(u).

Таким образом, прямая x + Y s = D(u) – ин-
вариантное множество системы (1). Посколь-
ку в (3) коэффициент перед z отрицателен, то
положение равновесия асимптотически (гло-
бально) устойчиво, откуда следует утвержде-
ние леммы.

Конкретизируем вид функций Q и R, сле-
дуя работе [6]. Пусть Q(a1, u) = ua1, R(a2, b) =
ba2. Тогда система (1) примет вид⎧⎪⎨⎪⎩

ẋ = ua1 + f(x, s)− (b+ u)x,

ṡ = ba2 − 1

Y
f(x, s)− (b+ u)s.

(4)

Стабилизация системы (4) при
кусочно-постоянном R. В работах [3, 4] раз-
работан метод стабилизации системы, предло-
женной в [6]. При этом величина входного
потока загрязнений Q была постоянной. Но в
реальных условиях нагрузка на входе в аэро-
тенк не является стационарной. Поэтому важ-
но так организовать технологический процесс
биоочистки, чтобы изменения входного пото-
ка не ухудшали качество очищенной воды.
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Ниже будем предполагать, что R – кусочно-
постоянная функция времени.
Предварительно получим следующий тех-

нический результат, а именно исследуем кине-
матику прямой l(u). Имеем

D(u) =
ua1 + Y ba2

b+ u
,

D′(u) =
a1(b+ u)− (ua1 + Y ba2)

(b+ u)2

=
b(a1 − Y a2)

(b+ u)2
.

Отсюда следует, что если a1 − Y a2 > 0, то
D′(u) > 0, т. е. прямая l(u) движется вверх
с возрастанием u. Если a1 − Y a2 < 0, то l(u)
с ростом u движется вниз. Если a1 − Y a2 = 0,
то при изменении u прямая l0 остается непо-
движной.
Очевидно, величины b, a2, характеризую-

щие интенсивность потока загрязнений на
входе в аэротенк, не являются постоянны-
ми. Естественно предположить, что b и a2
– кусочно-постоянные функции времени. Та-
ким образом, как отмечено выше, R = ba2 –
кусочно-постоянная функция времени. Огра-
ничимся случаем кусочно-постоянной концен-
трации загрязнения a2, считая величину b по-
стоянной. Случай кусочно-постоянной скоро-
сти b при постоянной концентрации a2 рас-
сматривается, как будет видно из дальнейше-
го, проще. Если же кусочно-постоянны обе ве-
личины, b и a2, то рассуждение следует пер-
вому случаю. Ниже используем обозначение
l(u) = l(u, a2), D(u) = D(u, a2).
Рассмотрим следующую задачу стабилиза-

ции. Пусть в аэротенке при a2 = a∗2 поддержи-
вается скорость возвратного потока активно-
го ила на желательном уровне u = u∗, кото-
рому соответствует инвариантное множество
l(u∗, a∗2) системы (4). Поставим задачу стаби-
лизации множества l(u∗) за счет изменения
скорости u.
Предположим, что в некоторый момент

времени t = t1 произошло увеличение концен-
трации загрязнителя до значения a2 = a+ >
a∗2. Следует отметить, что мгновенность изме-
нения концентрации рассматривать проще, а
суть метода стабилизации не изменится, если
ввести временной промежуток, на котором из-
меняется концентрация a2.
Пусть a∗2 < a1/Y , т. е. a1 − Y a∗2 > 0. Ес-

ли a+ < a1/Y , то учитывая, что при увеличе-
нии a2 увеличивается D(u, a2), получаем, что
прямая l(u∗, a+) будет расположена выше, чем
l(u∗, a∗2). Поскольку D′(u, a2) > 0, то для воз-
врата прямой l(u∗, a+) в начальное положение

l(u∗, a∗2) следует уменьшить значение u∗, поло-
жив u = ũ, где ũ – решение уравнения

D(u∗, a∗2) = D(ũ, a+), (5)

откуда получаем

ũ =
Y a+(b+ u∗)− (a1u

∗ + Y ba∗2)
(Y a∗2 − a1)

.

Но при этом должно выполняться условие
ũ > 0, что равносильно D(u∗, a∗2) > Y a+, или

a+ <
u∗a1 + Y da∗2
Y (b+ u∗)

. (6)

Условие (6) дает ограничения на концентра-
цию входного потока загрязнений, с которой
может справиться система биоочистки, ис-
пользующая предлагаемый метод стабилиза-
ции, если выполнены ограничения, заданные
выше.
Пусть по-прежнему a∗2 < a1/Y , но a+ �

a1/Y . Тогда, как нетрудно показать, не су-
ществует положительного решения ũ уравне-
ния (6).
Пусть a∗2 � a1/Y . Тогда, очевидно, a+ >

a1/Y . Поскольку теперь D′(u, a2) < 0, то при
любом a+ > a∗2 существует решение ũ уравне-
ния (5).
Случай, когда в некоторый момент време-

ни t = t2 происходит уменьшение величины
a∗2 до значения a− < a∗2, рассматривается ана-
логично вышеизложенному. А именно, если
a∗2 < a1/Y , то при любом a− < a∗2 существу-
ет решение û уравнения D(u∗, a∗2) = D(û, a−).
Если a∗2 > a1/Y и a− > a1/Y , то решение û
существует при условии a− > D(u∗, a∗2). Если
a∗2 > a1/Y и a− � a1/Y , то û не существует.
Следует отметить, что предложенный вы-

ше метод стабилизации применим и к более
общей системе (1), если на функции Q,R, f на-
ложить соответствующие естественные огра-
ничения. Для того чтобы изложение не име-
ло чрезмерно абстрактный характер, метод
стабилизации изложен на примере системы
(4). Несложно видеть, что метод стабилиза-
ции, опирающийся на теорему 1, применим и
в случае, когда параметры системы не извест-
ны точно, что означает его грубость, которая
является крайне важной характеристикой в
практических задачах.

Заключение

Предложена общая модель биологической
очистки сточных вод в аэротенке, получен-
ная из естественных балансовых соотноше-
ний. Найдено инвариантное множество соот-
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ветствующей динамической системы и дока-
зана его асимптотическая глобальная устой-
чивость. На основании предложенной модели
разработан метод стабилизации процесса био-
очистки при нестационарном входном потоке
загрязнений.

Работа выполнена при поддержке РФФИ,
грант 18–01–00249а.
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