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ОБ УСЛОВИЯХ СВЯЗНОСТИ
КОНФИГУРАЦИОННЫХ ГРАФОВ

М. М. Лери

Институт прикладных математических исследований КарНЦ РАН,
ФИЦ «Карельский научный центр РАН», Петрозаводск, Россия

Рассматриваются два вида моделей случайных конфигурационных графов с
разными распределениями степеней вершин: дискретным степенным распре-
делением и распределением Пуассона. Параметры распределений принима-
ют фиксированные значения. Посредством имитационного моделирования для
разных видов графов найдены оценки вероятностей того, что граф представ-
ляет собой одну компоненту связности, состоящую из всех вершин графа в
зависимости от размера графа и параметра распределения степеней вершин.

Ключ е вы е c л о в а: конфигурационный граф; степенное распределение; рас-
пределение Пуассона; связность графа; имитационное моделирование.

M. M. Leri. ON CONDITIONS OF CONFIGURATION
GRAPHS’ CONNECTIVITY
We consider two types of random configuration graphs: with the power-law and with
the Poisson vertex degree distributions. The parameters of these distributions are
fixed. By simulations we estimate the probabilities of graph connectivity (when all
graph vertices are joined into one connected component) in different graph types and
their dependence on the graph size and the vertex degree distribution parameter.

K e ywo r d s: configuration graph; power-law distribution; Poisson distribution;
graph connectivity; simulations.

Введение
Хорошо известно (см., например, [3–5]), что

случайные графы нашли широкое применение
в качестве моделей для описания различных
видов сетей коммуникаций, от локальных се-
тей местного значения до глобальных, имею-
щих международный охват. Сетевые модели,
соответственно, также имеют некоторое раз-
нообразие, как в определении степеней вер-
шин случайного графа, так и в установлении
связей между этими вершинами. В частности,
наблюдения за реальными сетями телекомму-
никаций показали (см., например, [4, 9]), что
для их описания лучше всего подходят модели
случайных графов, степени вершин которых
являются независимыми одинаково распреде-
ленными случайными величинами с общим за-
коном распределения.

С увеличением размеров сетей и с ростом
их разнообразия стало понятно, что для адек-
ватного отражения топологии и функциони-
рования таких сетей при построении их мате-
матических моделей недостаточно учитывать
только распределение степеней вершин в со-
ответствующей модели случайного графа, но
необходимо также принимать в рассмотрение
и другие не менее важные характеристики се-
ти. Одной из таких характеристик качества се-
ти является связность. Связность сети и, соот-
ветственно, связность случайного графа озна-
чают, что все вершины объекта напрямую или
опосредованно связаны между собой, то есть
для любой пары вершин всегда существует хо-
тя бы одна цепь, соединяющая их между со-
бой.
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Связность конфигурационных гра-
фов
В работе рассматриваются конфигурацион-

ные графы, впервые предложенные Б. Болло-
башем в [2], с N вершинами, степени которых
ξ1, ξ2, . . . , ξN являются независимыми одина-
ково распределенными случайными величина-
ми с общим распределением. Рассматриваются
два варианта распределений степеней вершин
графа. Во-первых, это степенное распределе-
ние, заданное следующим равенством [9]:

pk = P{ξ = k + c1} = k−τ − (k + 1)−τ , (1)

где k = 1, 2, . . . , и, во-вторых, распределение
Пуассона:

pk = P{ξ = k + c2} =
λk

k!
e−λ, k = 0, 1, . . . (2)

Целочисленные константы c1 � 0 и c2 � 1
определяют сдвиги соответствующих распре-
делений. Параметры τ > 1 и λ > 0 распреде-
лений (1) и (2) степеней вершин графа прини-
мают фиксированные значения. При построе-
нии конфигурационного графа вначале опре-
деляются степени каждой из N вершин в со-
ответствии с выбранным распределением (сте-
пенным или Пуассона) с заданными парамет-
рами τ или λ соответственно. Степени вер-
шин графа определяют различимые полуреб-
ра [9], занумерованные в произвольном поряд-
ке. Соединение всех полуребер графа между
собой попарно и равновероятно образует реб-
ра. Сумма степеней вершин при таком постро-
ении должна быть четной, поэтому, если она
оказывается нечетной, к равновероятно вы-
бранной вершине добавляется одно недостаю-
щее полуребро: степень соответствующей вер-
шины увеличивается на 1, и она соединяется
ребром с той вершиной, чье ребро ранее оста-
лось без пары. В результате такого построения
конфигурационные графы могут иметь петли,
циклы и кратные ребра.
Относительно конфигурационных графов с

распределением степеней вершин (1) известно
(см., например, [3, 5, 9]), что если значение па-
раметра распределения степеней вершин τ ле-
жит в интервале (1, 2), то в таком графе суще-
ствует так называемая гигантская компонента
связности, и она единственна. Число вершин,
принадлежащих этой компоненте, пропорцио-
нально числу вершин графа N при N → ∞,
в то время как число вершин любой из мень-
ших компонент этого графа бесконечно мало
по сравнению с числом вершин в гигантской
компоненте.
Обозначим через A событие, состоящее в

том, что рассматриваемый случайный граф

представляет собой одну компоненту связно-
сти, содержащую в себе все N вершин графа.
В [6] показано, что если распределение степе-
ней вершин случайного графа задано так, что
p1 = p2 = 0, то вероятность P(A) → 1 при
N → ∞. В [1] рассматривались условные кон-
фигурационные графы с неизвестным распре-
делением степеней вершин при слабых огра-
ничениях на предельное поведение хвоста рас-
пределения и были найдены условия, при ко-
торых граф будет асимптотически достоверно
связен.

Результаты
Цель данной работы состояла в том, чтобы

оценить вероятность события A и найти зави-
симость P(A) от числа вершин графа N и па-
раметра распределения степеней вершин. Ис-
следование проводилось посредством методов
имитационного моделирования с последующей
статистической обработкой данных.
Для получения статистических данных

рассматривались три типа конфигурационных
графов с распределением степеней вершин (1)
и тремя значениями сдвига c1:

• c1 = 0: pk > 0, k = 1, 2, ...;

• c1 = 1: p1 = 0;

• c1 = 2: p1 = p2 = 0

и три типа конфигурационных графов с рас-
пределением степеней вершин (2) и тремя зна-
чениями сдвига c2:

• c2 = 1: pk > 0, k = 1, 2, ...;

• c2 = 2: p1 = 0;

• c2 = 3: p1 = p2 = 0.

Для всех видов конфигурационных графов
рассматривались графы размерностей 100 �
N � 10000 с шагом 500. В случае распределе-
ния (1) значения параметра τ изменялись от
1.01 до 3.0 с шагом 0.01, а при распределении
степеней вершин (2) значения параметра λ из-
менялись от 0.01 до 8.0 с шагом 0.01.
На основе полученных данных были по-

строены регрессионные зависимости вероятно-
стей P(A) того, что граф состоит из одной
компоненты связности, включающей в себя все
N вершин, от объема графа N и парамет-
ра распределения степеней вершин (τ или λ).
Введем следующие обозначения вероятностей
связности графов. Для графов с распределе-
нием степеней вершин (1):

P0
pl(A) при c1 = 0;

P1
pl(A) при c1 = 1;
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P2
pl(A) при c1 = 2

и для графов с распределением степеней вер-
шин (2):

P1
ps(A) при c2 = 1;

P2
ps(A) при c2 = 2;

P3
ps(A) при c2 = 3.

В случае степенного распределения степе-
ней вершин со сдвигом c1 � 0 получены сле-
дующие регрессионные уравнения (рис. 1 и 2):

P0
pl(A) = e1−2.79τ97.35− 9500.45

N , R2 = 0.89,

P1
pl(A) = 2.4− 1.55τ0.28

N0.01
, R2 = 0.98,

при c1 = 2 для любых 1.01 � τ � 3: 0.99 �
P2

pl(A) � 1 при 100 � N � 1000, и P2
pl(A) = 1

при 1000 < N � 10000.
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Рис. 1. Зависимость P0
pl(A) от N и τ

Fig. 1. Dependence of P0
pl(A) on N and τ
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Рис. 2. Зависимость P1
pl(A) от N и τ

Fig. 2. Dependence of P1
pl(A) on N and τ

В случае, когда степени вершин имели
распределение Пуассона со сдвигом c2 � 1,
регрессионные уравнения были следующими
(рис. 3 и 4):

P1
ps(A) =

√
0.12− 2.75N0.04 + 2.7λ0.34,

P2
ps(A) = e−0.114λ−1.335+ 24.216

N

с коэффициентами детерминации равными
0.97 и 0.98 соответственно. В случае, когда
c2 = 3: P3

ps(A) = 1 для любых значений па-
раметра 0.01 � λ � 8 и любых объемов графа
100 � N � 10000.
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Рис. 3. Зависимость P1
ps(A) от N и λ

Fig. 3. Dependence of P1
ps(A) on N and λ
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Рис. 4. Зависимость P2
ps(A) от N и λ

Fig. 4. Dependence of P2
ps(A) on N and λ

Таким образом, результаты имитационного
моделирования, во-первых, показывают, что
действительно, если распределение степеней
вершин случайного графа задано так, что p1 =
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p2 = 0, то вероятность того, что все вершины
графа образуют одну компоненту связности,
приближается к 1 с ростом объема графа. Во-
вторых, полученные в данной работе уравне-
ния зависимостей этой вероятности в случаях,
когда только p1 = 0 или когда pk > 0 для всех
k � 1, могут служить основанием для понима-
ния сетевых топологий, определяющих разли-
чие в свойствах и функционировании сетей, а
также могут быть использованы как при мо-
делировании реальных сетей, так и при изуче-
нии устойчивости конфигурационных графов
к различного вида разрушениям [7, 8].

Финансовое обеспечение исследований осу-
ществлялось из средств федерального бюдже-
та на выполнение государственного задания
КарНЦ РАН (Институт прикладных мате-
матических исследований КарНЦ РАН).

Исследования выполнены на научном обо-
рудовании Центра коллективного пользова-
ния Федерального исследовательского центра
«Карельский научный центр Российской ака-
демии наук».
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