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О МАКСИМАЛЬНОЙ СТЕПЕНИ ВЕРШИНЫ
В УСЛОВНОМ КОНФИГУРАЦИОННОМ ГРАФЕ
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Рассматриваются условные конфигурационные графы со случайными одинако-
во распределенными степенями вершин при условии, что сумма степеней вер-
шин не превосходит n. Распределение ξ степени любой вершины графа неиз-
вестно и имеет только следующее ограничение при k → ∞:

pk = P{ξ = k} ∼ d

kg(ln k)h
,

где d > 0, g > 1, h � 0. Найдены предельные распределения максимальной
степени вершины при стремлении к бесконечности числа вершин графа и n.

К люч е вы е c л о в а: конфигурационный граф; предельное распределение; сте-
пень вершины.

I. A. Cheplyukova. ON THE MAXIMUM VERTEX DEGREE IN
A CONDITIONAL CONFIGURATION GRAPH
We consider configuration graphs under the condition that the sum of vertex
degrees is bounded from above by n. The vertex degrees are independent identically
distributed random variables. The distribution of the vertex degree ξ is unknown
and has the only limiting condition that

pk = P{ξ = k} ∼ d

kg(ln k)h
,

where k → ∞, d > 0, g > 1, h � 0. We obtained the limit distributions of the
maximum vertex degree as the number of graph vertices and n tends to infinity.

K e ywo r d s: configuration graph; the limit distribution; vertex degree.

Введение

Исследованию структуры конфигурацион-
ных графов посвящено множество работ (см.,
например, [15, 16]). Конфигурационная мо-
дель является одной из наиболее извест-
ных моделей, предназначенных для описания

структуры и прогнозирования динамики раз-
вития сложных сетей коммуникаций, таких
как Интернет, транспортные, социальные се-
ти и пр. Наблюдения за реальными сетями по-
казали (см., например, [14, 15]), что все они
обладают общими свойствами, которые долж-
ны быть отражены в моделях. Одно из важ-
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нейших свойств такого рода состоит в том,
что степени вершин можно рассматривать как
независимые одинаково распределенные слу-
чайные величины, причем число вершин сте-
пени, не меньшей чем k, при k → ∞ пропорци-
онально k−τ , где τ – некоторый положитель-
ный параметр.
Процесс построения конфигурационного

графа можно представить следующим обра-
зом. Сначала определяется степень каждой
вершины в соответствии с заданным распре-
делением вероятностей. Из каждой вершины
графа может выходить несколько полуребер
[17], число которых равно степени данной вер-
шины. Все вершины и полуребра различны.
На следующем этапе построения происходит
образование ребер: на каждом шаге выбира-
ются по два ребра равновероятно и, соединив-
шись, они образуют ребро. Если сумма сте-
пеней нечетна, то вводится вспомогательная
вершина, степень которой равна 1. Очевидно,
что при таком построении возможны появле-
ния петель и кратных ребер. В [17] было заме-
чено, что эта вспомогательная вершина не ока-
зывает влияния на асимптотическое поведение
основных числовых характеристик графа. По-
этому в дальнейшем мы будем рассматривать
степени только основных вершин даже при
появлении дополнительной вершины. В [17]
предложено в качестве моделей сложных сетей
использовать конфигурационные графы, в ко-
торых случайная величина ξ, равная степени
любой вершины, имеет следующее распреде-
ление

P{ξ = k} = k−τ − (k + 1)−τ , (1)

где k = 1, 2, ..., τ > 0.
В [3, 6, 7] рассматривались условные кон-

фигурационные графы с распределением сте-
пеней вершин (1) и разными условиями на чис-
ло ребер. Такие условные конфигурационные
графы могут быть полезны при описании се-
тей, для которых можно оценить число свя-
зей. Главное внимание в этих работах уделяет-
ся изучению предельного поведения двух чис-
ловых характеристик: максимальной степени
вершины и числа вершин заданной степени. В
последнее время появляются работы (см., на-
пример, [13]), в которых было замечено, что с
развитием сетей распределение степеней вер-
шин может меняться и даже носить случай-
ный характер. В [4, 8] рассматриваются услов-
ные конфигурационные графы при условии,
что сумма степеней вершин графа известна и
равна n, а параметр τ распределения (1) яв-
ляется случайной величиной, равномерно рас-
пределенной на отрезке [a, b], 0 < a < b < ∞.

В данной работе изучаются конфигураци-
онные графы, содержащие N вершин, степени
ξ1, ξ2, . . . , ξN которых являются независимыми
одинаково распределенными случайными ве-
личинами c распределением, имеющим только
следующее ограничение при k → ∞:

pk = P{ξi = k} ∼ d

kg(ln k)h
, (2)

где i = 1, . . . , N , k = 1, 2, . . ., d > 0, g > 1,
h � 0. Далее мы будем предполагать, что
pk > 0, k = 1, 2, . . . В [5] впервые рассматрива-
лось подмножество таких конфигурационных
графов при условии, что сумма степеней вер-
шин известна и равна n. Для них получены
предельные распределения максимальной сте-
пени вершины и числа вершин заданной сте-
пени при n,N → ∞.
Пусть ζN = ξ1 + ξ2 + . . . + ξN . Рассмот-

рим условные конфигурационные графы при
условии, что ζN � n. Для таких услов-
ных графов в [9] были получены предельные
распределения числа вершин заданной степе-
ни при n,N → ∞. Настоящая работа по-
священа исследованию предельного поведения
максимальной степени вершины графа при
n,N → ∞.
Обозначим через η1, η2, . . . , ηN случайные

величины, равные, соответственно, степеням
вершин с номерами 1, 2, . . . , N в таком услов-
ном графе. Очевидно, что эти случайные вели-
чины зависимы и для целых k1, k2, . . . , kN � 1
таких, что k1 + k2 + . . .+ kN � n, выполняется
равенство:

P{η1 = k1, . . . , ηN = kN}
(3)

= P{ξ1 = k1, . . . , ξN = kN |ξ1 + . . .+ ξN � n}.
Это равенство означает, что для независимых
случайных величин (ξ1, . . . , ξN ) и зависимых
(η1, . . . , ηN ) выполнены условия аналога обоб-
щенной схемы размещения частиц по ячейкам
[11]. Сама обобщенная схема была введена и
подробно изучена В. Ф. Колчиным (см., на-
пример, [1]).
Обозначим через η(N) случайную величину,

равную максимальной степени вершины в рас-
сматриваемом графе. Для этой характеристи-
ки степенной структуры графа ниже будут до-
казаны предельные теоремы при N и n, стре-
мящихся к бесконечности. Основные результа-
ты (теоремы 1 и 2) сформулированы во втором
разделе, в третьем разделе получены вспомо-
гательные утверждения (леммы 2–9), с помо-
щью которых в последнем разделе доказыва-
ются теоремы 1 и 2.
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Основные результаты

Введем необходимые обозначения:

BN =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

(
(g−1)hN
lnh N

)1/(g−1)
, 1 < g < 3;√

N ln1−hN, h = 3, 0 � h < 1;√
N ln lnN, g = 3, h = 1;

σ
√
N, g > 3 или

g = 3, h > 1,

m = Eξ1, σ2 = Dξ1, (4)

α =

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
Γ(2− g)d(g − 1)h−1 cos(π(g − 1)/2),

1 < g < 2;

−Γ(3− g)(g − 2)−1d(g − 1)h−1

× cos(π(g − 1)/2), 2 < g < 3,

где Γ(x)− значение гамма-функции в точке x.
Обозначим через C,C1, C2, . . . некоторые

положительные постоянные.
Справедливы следующие утверждения.

Теорема 1. Пусть n,N → ∞,

r =

(
Nd(g − 1)h−1

γ lnhN

)1/(g−1)

(1 + o(1)),

0 < γ < ∞, ε – некоторая положительная
постоянная и выполнено одно из условий:

1. 1 < g < 2, n/BN → ∞;

2. g = 2, h � 1,
(n− d ln1−hN(1 + ε)N)/BN → ∞;

3. g = 2, h > 1, (n− (m+ ε)N)/BN → ∞;

4. g > 2, (n−mN)/BN � −C > −∞.

Тогда

P{η(N) � r} = e−γ(1 + o(1)).

Теорема 2. Пусть n,N → ∞, 1 < g < 2,

r =

(
Nd(g − 1)h−1

γ lnhN

)1/(g−1)

(1 + o(1)),

0 < γ < ∞, z = n/BN � C1 < ∞. Тогда

P{η(N) � r} ∼ 1 +

∞∑
k=1

(−1)k

k

Jk(z)

J0(z)
,

где

Jk(z) =

z∫
−∞

Ik(x)dx, k = 0, 1, . . . ,

I0(x)– плотность устойчивого закона с пока-
зателем g− 1 и характеристической функци-
ей

exp

{
−α

|t|g−1

(g − 1)h

(
1− i

t

|t| tan
(π
2
(g − 1)

))}
,

Ik(x) = (2π)k/2dk×∫
Bk(x)

(x1 . . . xk)
−gI0(x−x1−. . .−xk)dx1. . . dxk,

Bk(x)=

{
xi �

(
d

γ(g − 1)

)1/(g−1)

, i = 1, . . . , k,

x1 + . . .+ xk � x

}
.

Вспомогательные утверждения

Введем независимые одинаково распреде-
ленные случайные величины ξ̃

(r)
1 , . . . , ξ̃

(r)
N та-

кие, что

P{ξ̃(r)i = k} = P{ξi = k|ξ1 � r},
где k = 1, 2, . . . , i = 1, 2, . . . , N. Положим
также

ζ̃
(r)
N = ξ̃

(r)
1 + . . .+ ξ̃

(r)
N , Pr = P{ξ1 > r}.

В [12] показано, что для случайной величины
η(N) следствием из равенства (3) является сле-
дующее утверждение.

Лемма 1. Справедливо равенство

P{η(N) � r} = (1− Pr)
N P{ζ̃(r)N � n}

P{ζN � n} .

Из леммы 1 следует, что для оценки
P{η(N) � r} необходимо знать асимптотиче-
ское поведение сумм ζN , ζ̃

(r)
N и Pr. Для суммы

ζN будем использовать результаты статьи [9]
(леммы 2–4), а исследование ζ̃

(r)
N и Pr будет

приведено ниже в леммах 5–12.

λ =

{
0, 1 < g < 2;
m, g > 2,

(5)

Лемма 2. Пусть N → ∞ и выполнено одно
из условий:

1. 1 < g < 3, g �= 2;

2. g = 3, 0 � h � 1.
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Тогда распределение случайной величины
(ζN −λN)/BN слабо сходится к устойчивому
закону с показателем g − 1 и характеристи-
ческой функцией

Ψg,h(t) (6)

=

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

exp
{
−α|t|g−1

(
1− i t

|t| tan(π(g − 1)/2)
)

/(g − 1)h
}
, 1 < g < 3, g �= 2;

exp
{−dt2/2

}
, g = 3, h = 1;

exp
{−dt2/((1− h)22−h)

}
, g = 3,
0 � h < 1.

Лемма 3. Пусть N → ∞, g = 2, h > 1.
Тогда существует последовательность q1 =
q1(N) ∼ d ln1−hN такая, что распределение
случайной величины (ζN −(m+q1)N)/BN сла-
бо сходится к устойчивому закону с показа-
телем 1 и характеристической функцией

Ψ(t) = exp

{
−d

π

2
|t|
(
1 + i

t

|t|
2

π
ln |t|

)}
. (7)

Лемма 4. Пусть N → ∞, g = 2, h � 1. Тогда
существует последовательность q2 = q2(N)
такая, что q2 → 0 и распределение случайной
величины (ζN −d(lnN)1−h(1+q2)N)/BN слабо
сходится к устойчивому закону с показате-
лем 1 и характеристической функцией (7).

Лемма 5. Пусть N → ∞,

r =

(
Nd(g − 1)h−1

γ lnhN

)1/(g−1)

(1 + o(1)),

где 0 < γ < ∞. Тогда справедливо

NPr → γ.

Доказательство. Из (2) несложно получить,
что

Pr =

∞∑
k=r+1

pk

=
d(1 + o(1))

(r + 1)g−1

∑
y�1

1

(r + 1)yg lnh((r + 1)y)
.

Приводя последнюю сумму к интегральной,
находим, что

Pr =
d(1 + o(1))

(r + 1)g−1

∞∫
1

dy

yg lnh((r + 1)y)

=
d(1 + o(1))

(r + 1)g−1

⎛⎜⎝ (r+1)ε∫
1

dy

yg lnh((r + 1)y)

+

∞∫
(r+1)ε

dy

yg lnh((r + 1)y)

⎞⎟⎠ ,

где выбор положительной ε будет ясен из
дальнейшего. Ясно, что если 1 � y � (r + 1)ε,
то

(ln((r + 1)y))−1=

((
1+

ln y

ln(r + 1)

)
ln(r + 1)

)
−1,

и последняя величина может быть сделана
сколь угодно близкой к 1/ ln(r + 1) выбором
достаточно малого ε. Кроме того,

∞∫
(r+1)ε

dy

yg lnh((r + 1)y)
<

1

lnh(r + 1)

∞∫
(r+1)ε

dy

yg
.

Тогда

Pr =
d(1 + o(1))

(r + 1)g−1 lnh(r + 1)

∞∫
1

dy

yg

=
d(1 + o(1))

(g − 1)(r + 1)g−1 lnh(r + 1)
.

Отсюда и из условий этой леммы вытекает
утверждение леммы 5.

Рассмотрим случайную величину ζ̃(r)N . Обо-
значим

E(t, γ) = d

∞∫
(

d

γ(g−1)

)1/(g−1)

exp{ity}y−gdy. (8)

Лемма 6. Пусть N → ∞, 1 < g < 2,

r =

(
Nd(g − 1)h−1

γ lnhN

)1/(g−1)

(1 + o(1)),

0 < γ < ∞. Тогда распределение случайной ве-
личины ζ̃

(r)
N /BN слабо сходится к распределе-

нию с плотностью

g̃1(x) = eE(0,γ)
∞∑
k=0

(−1)k

k!
Ik(x),

где Ik(x), k = 0, 1, . . . , определены в формули-
ровке теоремы 2.
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Доказательство. Обозначим через ϕ(t) и
ϕ̃r(t) характеристические функции случай-
ных величин ξ1 и ξ̃

(r)
1 соответственно. Тогда

нетрудно получить, что при любом t

ϕ̃r(t) =

ϕ(t)− ∑
k>r

eitkpk

1− Pr
. (9)

Пусть Ψr(t) обозначает характеристиче-
скую функцию случайной величины ζ̃

(r)
N /BN .

Из леммы 2 и равенства (9) находим, что при
любом фиксированном t

Ψr(t) = (1− Pr)
−N

(
ϕ (t/BN )

−
∑
k>r

pk exp {itk/BN}
)N

= (1− Pr)
−NΨg,h(t) (10)

×
(
1− (1 + o(1))

∑
k>r

pk exp

{
i

t

BN
k

})N

,

где Ψg,h(t) определена в лемме 2 и, согласно
(5) и (6), имеет вид

Ψg,h(t)

=exp

{−α|t|g−1

(g − 1)h

(
1−i

t

|t| tan
(π
2
(g − 1)

))}
,

α = Γ(2− g)d(g − 1)h−1 cos(π(g − 1)/2).

Рассмотрим
∑
k>r

pk exp {itk/BN}. Пусть y =

k/BN . Тогда из (2) и (4) получаем, что

∑
k>r

pk exp

{
i

t

BN
k

}
= d

(
lnhN

(g − 1)hN

)g/(g−1)

×
∑

y>
(

d

γ(g−1)

)1/(g−1)

exp{ity}1 + o(1)

yg

× ln−h

(
y

(
(g − 1)hN

lnhN

)1/(g−1)
)
.

Отсюда, переходя от суммирования к интегри-
рованию, находим, что∑

k>r

pk exp {itk/BN}

=
d(1 + o(1))

N

∞∫
(

d

γ(g−1)

)1/(g−1)

exp{ity} 1

yg

(
1

+
(g − 1) ln y − ln lnhN + h ln(g − 1)

lnN

)−h

dy

=
d(1 + o(1))

N

Nε∫
(

d

γ(g−1)

)1/(g−1)

exp{ity} 1

yg

(
1

+
(g − 1) ln y − ln lnhN + h ln(g − 1)

lnN

)−h

dy

+
d(1 + o(1))

N

∞∫
Nε

exp{ity} 1

yg

(
1 (11)

+
(g − 1) ln y − ln lnhN + h ln(g − 1)

lnN

)−h

dy,

где ε – некоторая положительная постоянная,
выбор которой будет ясен из дальнейшего.
Нетрудно показать, что с выбором некоторо-
го ε справедливо

Nε∫
(

d

γ(g−1)

)1/(g−1)

exp{ity} 1

yg

(
1

+
(g − 1) ln y − ln lnhN + h ln(g − 1)

lnN

)−h

dy

= (1 + o(1))

Nε∫
(

d

γ(g−1)

)1/(g−1)

exp{ity} 1

yg
dy.

Кроме того,∣∣∣∣∣∣
∞∫

Nε

exp{ity} 1

yg

(
1

+
(g − 1) ln y − ln lnhN + h ln(g − 1)

lnN

)−h

dy

∣∣∣∣∣∣
�

∣∣∣∣∣∣
∞∫

Nε

exp{ity} 1

yg
dy

∣∣∣∣∣∣
�

∣∣∣∣∣∣
∞∫

Nε

cos{ty} 1

yg
dy

∣∣∣∣∣∣+
∣∣∣∣∣∣
∞∫

Nε

cos{ty} 1

yg
dy

∣∣∣∣∣∣�4
1

N εg
,
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и, используя [10], нетрудно показать, что∣∣∣∣∣
Nε∫

(
d

γ(g−1)

)1/(g−1)

exp{ity} 1

yg
dy

∣∣∣∣∣

� N−ε(g−1)

∣∣∣∣∣
Nε∫

(
d

γ(g−1)

)1/(g−1)

1

y
cos(ty)dy

+ i

Nε∫
(

d

γ(g−1)

)1/(g−1)

1

y
sin(ty)dy

∣∣∣∣∣
= N−ε(g−1)

∣∣∣∣∣t
(
−ci

(
dt

γ(g − 1)

)

− si

(
dt

γ(g − 1)

))∣∣∣∣∣,
где ci(x) и si(x) обозначают интегральные ко-
синус и синус:

ci(x) = −
∫ ∞

x

cos t

t
dt,

si(x) = −
∫ ∞

x

sin t

t
dt.

Следовательно, учитывая, что si(x) и ci(x)
не равны нулю одновременно, выбором неко-
торого ε интеграл

∞∫
(

d

γ(g−1)

)1/(g−1)

exp{ity} 1

yg

(
1

+
(g − 1) ln y − ln lnhN + h ln(g − 1)

lnN

)−h

dy

можно сделать сколь угодно близким к инте-
гралу

∞∫
(

d

γ(g−1)

)1/(g−1)

exp{ity} 1

yg
dy.

Отсюда и из соотношений (8), (10) и (11) по-
лучаем, что при любом фиксированном t

Ψr(t) = (1 + o(1))(1− Pr)
−NΨg,h(t)

×
(
1− (1 + o(1))

1

N
E(t, γ)

)N

. (12)

Используя (8), нетрудно убедиться, что

Pr =
1 + o(1)

N
E(0, γ). (13)

Из (8), (12) и (13) получаем, что

Ψr(t) = exp

{
−α

|t|g−1

(g − 1)h

(
1 (14)

− i
t

|t| tan
(π
2
(g − 1)

))
− E(t, γ) + E(0, γ)

}
.

Из (8) следует, что E(t, γ) является преобра-
зованием Фурье функции

f(y) =

⎧⎪⎨⎪⎩
√
2πy−gd, y �

(
d

γ(g−1)

)1/(g−1)
;

0, y <
(

d
γ(g−1)

)1/(g−1)
.
(15)

Раскладывая exp{−E(t, γ)} в ряд по степе-
ням E(t, γ), из (14) находим, что

Ψr(t) = eE(0,γ)
∞∑
k=0

exp

{
−α|t|g−1

(g − 1)h

(
1

− i
t

|t| tan
(π
2
(g − 1)

))}
×(−1)k

Ek(t, γ)

k!
(1 + o(1)).

Согласно формуле обращения плотность тако-
го распределения имеет вид:

g(x) =
1 + o(1)

2π
eE(0,γ)

∞∑
k=0

(−1)k

k!

×
∞∫

−∞
exp

{
itx− α|t|g−1

(g − 1)h

×
(
1− i

t

|t| tan
(π
2
(g − 1)

))}
Ek(t, γ)dt.

Тогда
∞∫

−∞
exp

{
itx− α|t|g−1

(g − 1)h

×
(
1− i

t

|t| tan
(π
2
(g − 1)

))}
Ek(t, γ)dt

является плотностью суммы случайных вели-
чин ν1+ν2+ . . .+νk+1, где ν1 имеет плотность
fν1

(x) устойчивого закона с показателем g − 1
и характеристической функцией:

exp

{
−α

|t|g−1

(g − 1)h

(
1− i

t

|t| tan
(π
2
(g − 1)

))}
,

��
��
103



а случайные величины ν2, ν3, . . . , νk+1 незави-
симы и имеют одинаковое распределение с
плотностью f(y), определенной в (15). Исполь-
зуя формулу свертки для k слагаемых (см.,
например, [2]), получаем, что Ψr(u) сходится к
характеристической функции распределения с
плотностью:

g̃1(x) = eE(0,γ)
∞∑
k=0

(−1)k

k!
Ik(x),

где Ik(x), k = 0, 1, . . . , определены в формули-
ровке теоремы 2, что и завершает доказатель-
ство леммы 6.

Пусть

Ẽ(t, γ) = d

∞∫
d/γ

exp{ity}y−2dy, (16)

Ĩ0(x) означает плотность устойчивого закона с
показателем 1 и характеристической функци-
ей

exp

{
−πd|t|

2

(
1 + i

t

|t| ln |t|
)}

,

Ĩk(x) = (2π)k/2dk× (17)∫
B̃k(x)

(x1. . . xk)
−2Ĩ0(x− x1 −. . .− xk)dx1. . . dxk,

B̃k(x) =

{
xi �

d

γ
, i = 1, . . . , k,

k∑
i=1

xi � x

}
.

Лемма 7. Пусть N → ∞, g = 2, h � 1,
r = dN/(γ lnhN)(1 + o(1)), 0 < γ < ∞. То-
гда распределение случайной величины(
ζ̃
(r)
N − d ln1−hN(1 + q2(N))N

)
/BN , где стре-

мящаяся к нулю последовательность q2(N)
определена в лемме 4, слабо сходится к рас-
пределению с плотностью

g̃2(x) = eE(0,γ)
∞∑
k=0

(−1)k

k!
Ĩk(x).

Доказательство. Обозначим через Ψ(2)
r (t) ха-

рактеристическую функцию случайной вели-
чины(

ζ̃
(r)
N − d ln1−hN (1 + q2(N))N

)
/BN .

Тогда из (4), (9) и леммы 4 находим, что для
любого фиксированного t

Ψ(2)
r (t) = (1− Pr)

−NΨ(t) (18)

×
(
1− (1 + o(1))

∑
k>r

pk exp

{
i
t lnhN

N
k

})N

,

где Ψ(t) определено соотношением (7).
Рассмотрим

∑
k>r

pk exp
{
itk(lnN)h/N

}
. За-

меняя y = k(lnN)h/N и переходя к интегри-
рованию, получаем, что∑

k>r

pk exp
{
itk(lnN)h/N

}
=

d(1 + o(1))

N

×
∞∫

d/γ

exp{ity} 1

y2

(
1 +

ln y

lnN
− ln lnhN

lnN

)−h

dy.

Несложно показать, что при N → ∞ интеграл

∞∫
d/γ

exp{ity} 1

y2

(
1 +

ln y

lnN
− ln lnhN

lnN

)−h

dy

сколь угодно близок к интегралу

∞∫
d/γ

exp{ity} 1

t2
dy.

Отсюда и из (7), (13), (16)–(18) следует, что
для любого фиксированного t

Ψ(2)
r (t) = exp

{
−dπ|t|

2

(
1− i

t

|t|
2

π
ln |t|

)

− Ẽ(t, γ) + Ẽ(0, γ)
}
(1 + o(1)). (19)

Раскладывая в ряд exp{−Ẽ(t, γ)} по степеням
Ẽ(t, γ), из (19) находим, что

Ψ(2)
r (t) = eẼ(0,γ)

∞∑
k=0

exp

{
−dπ|t|

2

(
1

+ i
t

|t| ln |t|
)}

(−1)k
Ẽk(t, γ)

k!
(1 + o(1)).

Учитывая, что Ẽ(t, γ) является преобразова-
нием Фурье функции f(y), заданной в (15) при
g = 2, получаем, что согласно формуле обра-
щения плотность такого распределения имеет
вид:

g1(x) =
1 + o(1)

2π
eẼ(0,γ)

∞∑
k=0

(−1)k

k!

��
��
104



×
∞∫

−∞
exp

{
itx− πd|t|

2

×
(
1 + i

t

|t| ln |t|
)}

Ẽk(t, γ)dt.

Из формулы обращения следует, что
∞∫

−∞
exp

{
−πd|t|

2

(
1 + i

t

|t| ln |t|
)}

Ẽk(t, γ)dt

есть плотность суммы случайных величин ν1+
ν2+ . . .+νk+1, где ν1 имеет плотность устойчи-
вого закона с показателем 1 и характеристиче-
ской функцией

exp

{
−πd|t|

2

(
1 + i

t

|t| ln |t|
)}

,

а случайные величины ν2, ν3, . . . , νk+1 неза-
висимы и имеют одинаковое распределение
с плотностью f(x), определенной в (15) при
g = 2. Используя формулу свертки для k сла-
гаемых, получаем, что Ψ

(2)
r (t) сходится к ха-

рактеристической функции распределения с
плотностью:

g̃2(x) = eẼ(0,γ)
∞∑
k=0

(−1)k

k!
Ĩk(x),

где Ĩ0(x) – плотность устойчивого закона с по-
казателем 1 и характеристической функцией

exp

{
−πd|t|

2

(
1 + i

t

|t| ln |t|
)}

,

а Ĩk(x), k = 1, 2, . . . , заданы соотношения-
ми (17), что и завершает доказательство лем-
мы 7.

Лемма 8. Пусть N → ∞, g = 2, h > 1,
r = dN/(γ lnhN) (1 + o(1)), 0 < γ < ∞.
Тогда распределение случайной величины(
ζ̃
(r)
N − (m+ q1(N))N

)
/BN , где сходящаяся

к нулю последовательность q1(N) определена
в лемме 3, слабо сходится к распределению с
плотностью g̃2(x), заданной в формулировке
леммы 7.

Доказательство леммы 8 проводится анало-
гично доказательству леммы 7, при этом вме-
сто леммы 4 применяется лемма 3.

Лемма 9. Пусть N → ∞, 2 < g < 3,

r =

(
dN(g − 1)h−1

γ lnhN

)1/(g−1)

(1 + o(1)),

где 0 < γ < ∞. Тогда распределение случайной
величины

(
ζ̃
(r)
N −Nm

)
/BN слабо сходится к

устойчивому закону с показателем g−1 и ха-
рактеристической функцией

exp

{
−α

|t|g−1

(g − 1)h

(
1− i

t

|t| tan
(π
2
(g − 1)

))}
,

где α определено в (4).

Доказательство. В статье [9] при доказатель-
стве леммы 2 показано, что в окрестности нуля

lnϕ(t) = imt+
α|t|g−1

(g − 1)h lnh |t|

×
(
1− i

t

|t| tan
π(g − 1)

2

)
(1 + o(1)). (20)

Из (9), (20) и леммы 5 находим, что

ϕ̃r(t)=

(
1 +

γ(1 + o(1))

N

)(
ϕ(t)−

∑
k>r

eitkpk

)
.

Отсюда, используя равенство

eitk = 1 + δ(k), |δ(k)| < kt, (21)

соотношения (2) и (20), получаем, что

ϕ̃r(t) = 1 + imt− α
|t|(g−1)

(g − 1)h
ln−h 1

|t|

×
(
1− i

t

|t| tan
π(g − 1)

2

)
(1 + o(1)) + o(1/N).

Тогда для любого фиксированного t справед-
ливо

ln ϕ̃N
r

(
t(lnhN/((g − 1)hN))1/(g−1)

)
= itm

(
lnhN

N2−g(g − 1)h

)1/(g−1)

−α
|t|g−1

(g − 1)h

(
1− i

t

|t| tan
π(g − 1)

2

)
(1 + o(1)).

Отсюда и вытекает утверждение леммы 9.

Лемма 10. Пусть N → ∞, g = 3, h < 1

r =

(
dN2h−1

γ lnN

)1/2

(1 + o(1)), 0 < γ < ∞.

Тогда распределение случайной величины(
ζ̃
(r)
N −Nm

)
/BN слабо сходится к нормаль-

ному закону с характеристической функцией

exp

{
− dt2

(1− h)22−h

}
.
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Доказательство. В статье [9] при доказатель-
стве леммы 2 показано, что в окрестности нуля

lnϕ(t) = imt− dt2

(1− h)2
ln1−h 1

|t|

+ o

(
t2 ln1−h 1

|t|
)
. (22)

Отсюда, из леммы 5 и соотношений (2) и (21)
получаем, что

ln ϕ̃r(t) =

(
ϕ(t)− Pr +O

(∑
k>r

tkpk

))

×(1− Pr)
−1 = 1 + imt

− dt2

(1− h)2
ln1−h 1

|t| + o

(
t

N
+ t2 ln1−h 1

|t|
)
.

Тогда при любом фиксированном t находим,
что

ln ϕ̃N
r

(
t/
√

N ln1−hN
)

=
imt

√
N

ln(1−h)/2N
− dt2

(1− h)22−h
+ o(1).

Отсюда и из (4) следует утверждение леммы
10.

Лемма 11. Пусть N → ∞, g = 3, h = 1

r =

(
dN

γ lnN

)1/2

(1 + o(1)), 0 < γ < ∞.

Тогда распределение случайной величины(
ζ̃
(r)
N −Nm

)
/BN слабо сходится к нормаль-

ному закону с характеристической функцией

exp

{
−dt2

2

}
.

Доказательство леммы 8 проводится анало-
гично доказательству леммы 10, при этом вме-
сто равенства (22) мы используем соотноше-
ние, полученное в [9] при доказательстве лем-
мы 2 для g = 3, h = 1:

lnϕ(t) = imt− dt2

2
ln ln

1

|t| + o

(
t2 ln ln

1

|t|
)
.

Лемма 12. Пусть N → ∞,

r =

(
Nd(g − 1)h−1

γ lnhN

)1/(g−1)

(1 + o(1)),

где 0 < γ < ∞ и выполнено одно из условий:

1. g > 3;

2. g = 3, h > 1.

Тогда распределение случайной величины(
ζ̃
(r)
N −Nm

)
/BN слабо сходится к стандарт-

ному нормальному закону.

Доказательство. При выполнении условий
леммы случайные величины ξi и ξ̃i имеют ко-
нечные математические ожидания и диспер-
сию. Следовательно, из леммы 2 и равенств
(2), (4), (9), (21) нетрудно получить, что при
t → 0

ln ϕ̃r(t)=1+ itm− t2

2
(σ2 +m2)+O

(
t3 +

t

N

)
.

Тогда, используя (4), можно показать, что при
любых фиксированных t

ln ϕ̃N
r (t/BN ) =

itm
√
N

σ
− t2

2
+ o(1),

откуда и следует утверждение леммы 12.

Доказательства теорем

Докажем теорему 1. Пусть выполнены
условия 1 теоремы 1. Из лемм 1, 2 и 6 следует,
что

P{η(N) � r}

= (1− Pr)
N

y∫
0

g̃1(x)dx

y∫
0

g(x)dx

(1 + o(1)), (23)

где плотность g̃1(x) определена в лемме 6, g(x)
– плотность устойчивого закона с показателем
g − 1 и характеристической функцией

exp

{
−α

|t|g−1

(g − 1)h

(
1− i

t

|t| tan
π(g − 1)

2

)}
,

y = n((g − 1)hN/ lnhN)−1/(g−1),

α определена в (4). Из (23), леммы 5 и условия
n/BN → ∞ следует утверждение теоремы 1
при выполнении условия 1.
Пусть выполнены условия 2 теоремы 1. Из

лемм 1, 4 и 7 находим, что

P{η(N) � r}

= (1− Pr)
N

y∫
−∞

g̃2(x)dx

y∫
−∞

g(x)dx

(1 + o(1)), (24)

��
��
106



где плотность g̃2(x) определена в лемме 7, g(x)
– плотность устойчивого закона с показателем
1 и характеристической функцией

exp

{
−d

π

2
|t|
(
1 + i

t

|t|
2

π
ln |t|

)}
,

y =
n− d ln1−hN(1− q2(N))N

N/ lnhN
.

Учитывая, что в этом случае y → ∞, из (24)
и леммы 5 получаем утверждение теоремы 1
при условии 2.
Пусть выполнены условия 3 теоремы 1. Из

лемм 1, 3 и 8 следует справедливость (24), где

y =
n− (m+ q1(N))N

N/ lnhN
.

Учитывая, что при выполнении условия 3 тео-
ремы 1 y → ∞, из (4) и (24) следует утвержде-
ние теоремы 1 для этого случая.
Пусть выполнены условия 4 теоремы 1.

Сначала рассмотрим случай, когда 2 < g < 3.
Тогда из лемм 1, 2 и 9 получаем, что

P{η(N) � r}

= (1− Pr)
N

y∫
−∞

p(x)dx

y∫
−∞

p(x)dx

(1 + o(1)), (25)

где p(x) – плотность устойчивого закона с по-
казателем g − 1 и характеристической функ-
цией

exp

{
−α

|t|g−1

(g − 1)h

(
1− i

t

|t| tan
π(g − 1)

2

)}
,

y =
n−mN

((g − 1)hN/ lnhN)1/(g−1)
,

α задана в (4). Отсюда и из леммы 5 выте-
кает утверждение теоремы 1 при 2 < g < 3.
Аналогично этому нетрудно доказать утвер-
ждение теоремы 1 для случая g = 3, h � 1,
при этом вместо леммы 9 используем лемму
10 при h < 1 и лемму 11 при h = 1.
Остается рассмотреть последний случай,

когда g > 3 или g = 3, h > 1. Для оценки веро-
ятности P{ζN � n} можно использовать цен-
тральную предельную теорему. Тогда из лемм
1 и 12 следует равенство (25), где p(x) – плот-
ность стандартного нормального распределе-
ния и

y = (n−mN)/(σ
√
N).

Отсюда и из леммы 5 вытекает утверждение
теоремы 1 и в этом случае. Теперь теорема 1
доказана полностью.
Если выполнены условия теоремы 2, то из

лемм 1, 2 и 6 следует равенство (23). Тогда из
(23) находим, что

P{η(N) � r}

= e−γ

z∫
−∞

eE(0,γ)
∞∑
k=0

(−1)k

k! Ik(x)dx

z∫
−∞

g(x)dx

(1 + o(1))

= 1−
∞∑
k=0

(−1)k

k!

z∫
−∞

Ik(x)dx

z∫
−∞

g(x)dx

(1 + o(1)),

откуда и вытекает утверждение теоремы 2.

Финансовое обеспечение исследований осу-
ществлялось из средств федерального бюдже-
та на выполнение государственного задания
КарНЦ РАН (Институт прикладных мате-
матических исследований КарНЦ РАН).
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