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В статье получены условия почти всюду локальной идентифицируемости для
одного класса моделей структурных уравнений с латентными переменными.
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S. V. Stafeev. IDENTIFIABILITY OF STRUCTURAL
EQUATION MODELS WITH LATENT VARIABLES

In this paper the problem of identifiability of structural equation models with latent
variables is considered. The conditions of the almost everywhere local identifiability
for such models are obtained.

K e ywo r d s: structural equations; latent variables; identifiability.

Модель

Пусть G = (V,E) – смешанный граф с мно-
жеством вершин V = {1, ..., n} и множеством
ребер E. Множество ребер E графа G состоит
из ориентированных (i → j) и двуориентиро-
ванных (i ↔ j) ребер.
Рассмотрим следующую, связанную с гра-

фом G, систему структурных уравнений с ла-
тентными переменными [2]:

X = BtX + ΛtH + ε, (1)

где X = (X1, ..., Xn)
t – вектор наблюдаемых

случайных величин с матрицей ковариаций
Σ = (σij); H = (H1, ..., Hk)

t – вектор незави-
симых нормально распределенных латентных
(скрытых) случайных величин с M(Hj) = 0,
и M(Hj)

2 = 1; Λ = (λij) ∈ R
k×n; B = (bij) ∈

R
n×n, причем bij = 0, если i → j /∈ E. Век-
тор остатков ε = (ε1, ..., εn)

t имеет нормальное

распределение с нулевым вектором математи-
ческих ожиданий и неизвестной положительно
определенной матрицей ковариаций Ω = (ωij),
причем ωij = 0, если i ↔ j /∈ E. Мы будем
предполагать, что векторы H и ε являются
независимыми.
Таким образом, с помощью графа G посту-

лируются некоторые нули в матрицах B и Ω.
Вектор параметров θ = (Λ, B,Ω) модели (1)
состоит из матрицы Λ и ненулевых элемен-
тов матриц B и Ω. Пусть PDV – множество
n×n симметричных положительно определен-
ных матриц, BG – множество матриц, для ко-
торых матрица I−B обратима. Определим па-
раметрическое множество модели (1): ΩG =

{θ : Λ = (λij) ∈ R
k×n, B ∈ BG,Ω ∈ PDV }.

Пусть θ ∈ ΘG. Тогда матрица ковариаций
наблюдаемых случайных величин имеет вид:

Σ = Σ(θ) = (I −B)−t(Ω + ΛΛt)(I −B)−1. (2)
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Пусть MG – множество всех матриц, до-
пускающих разложение (2). Таким образом,
граф G задает следующее семейство нормаль-
ных распределений:

NG = {N(0,Σ) : Σ ∈ MG}. (3)

Условия идентифицируемости

Одной из наиболее важных проблем, свя-
занных с моделями, содержащими латентные
переменные (в частности, с моделью (1)), яв-
ляется проблема параметрической идентифи-
цируемости [4, 6]. Данная проблема заключа-
ется в ответе на вопрос о возможности одно-
значного определения неизвестных парамет-
ров модели по совместному распределению на-
блюдаемых случайных величин.
Рассмотрим вероятностно-статистическую

модель M(Θ), заданную семейством распре-
делений {Pθ, θ ∈ Θ}.
Определение 1. [6] Модель M(Θ) называ-
ется идентифицируемой, если любым различ-
ным θ ∈ Θ и θ

′ ∈ Θ соответствуют различные
распределения Pθ и Pθ′ .
Модель M(Θ) называется локально иден-

тифицируемой, для любого θ ∈ Θ найдется ко-
нечное число таких θ′ ∈ Θ, θ′

/∈ θ, что Pθ′ = Pθ.

Определение 2. [6] МодельM(Θ) называет-
ся почти всюду (п.в.) идентифицируемой (п.в.
локально идентифицируемой), если она явля-
ется идентифицируемой (локально идентифи-
цируемой) при θ ∈ Θ

′ ⊆ Θ, а множество Θ \Θ′

имеет меру нуль.

В нашем случае модель задается семей-
ством распределений (3). Легко видеть, что
матрица Λ модели (1) может быть определена
только с точностью до ортогонального преоб-
разования. Поэтому целеобразно считать, что
модель (1) идентифицируема, если по матри-
це Σ матрица Λ определяется с точностью до
ортогонального преобразования, а элементы
матриц Ω и B определяются однозначно. Для
того чтобы оставаться в рамках определений 1
и 2, будем считать матрицы Λ и Λ′ различимы-
ми, если не существует такой ортогональной
матрицы Q, что Λ

′
= QΛ. Таким образом, мо-

дель (1) называется идентифицируемой, если
любым различным θ ∈ ΘG и θ

′ ∈ ΘG соответ-
ствуют различные матрицы ковариаций Σ(θ)
и Σ(θ

′
).

В работе [4] получены достаточные условия
п.в. локальной параметрической идентифици-
руемости модели (1) в случае, когда G явля-
ется простым ациклическим графом (т. е. гра-

фом, в котором любые две различные верши-
ны могут быть соединены только одним реб-
ром и он не содержит ориентированных цик-
лов) и k = 1. В данной работе получены до-
статочные условия п.в. локальной идентифи-
цируемости для произвольного k.
Пусть G = (V,E) – дополнительный к G

граф. Образуем граф G = (V,E), где V =
{i = (i1, ..., ik), 1 � i1 < i2 < ... < ik � k}, а
E = {(i, j)|i = (i1, ..., ik), j = (j1, ..., jk), (is, jl) ∈
E, s, l = 1, ..., k}. (Заметим, что граф G исполь-
зовался в работе [1] для решения вопроса об
идентифицируемости модели факторного ана-
лиза с зависимыми остатками.)

Теорема 1. Пусть G – простой ацикличе-
ский граф. Модель (1) будет п.в. локально
идентифицируемой при θ ∈ ΘG, если граф
G содержит подграф G′ = (V′,E′), каждая
компонента связности которого содержит
нечетный простой цикл и ∪i∈V′i = V .

Доказательство. Соотношение (2) задает
отображение

ϕ : ΘG → R
n(n+1)

2 . (4)

Пусть s – число ребер графа G. Элемен-
ты матрицы Λ по матрице ΛΛt, максималь-
ный ранг которой равен k, восстанавливают-
ся с точностью до ортогонального преобра-
зования, поэтому матрица Якоби J(θ) отоб-
ражения ϕ имеет ранг, меньший или равный
R = s + n + nk − 1

2k(k − 1). Нетрудно пока-
зать, что модель будет локально идентифици-
руемой в некоторой окрестности θ∗ ∈ Θ, если
ранг матрицы J(θ∗) равен R.
Так как элементы матрицы J(θ) являют-

ся полиномами относительно параметров мо-
дели, то ее ранг будет почти всюду при θ ∈ Θ
максимален [4, 6]. (Максимальный ранг мат-
рицы J(θ) называют размерностью модели.)
Поэтому, если мы покажем, что существует та-
кое θ∗ ∈ Θ, что ранг матрицы Якоби J(θ∗) ра-
вен R, теорема будет доказана.
Произведем невырожденную замену пара-

метров:
A = (I −B)−tΛ. (5)

Соотношение (2) принимает следующий вид:

Σ = (I −B)−tΩ(I −B)−1 +AAt. (6)

Очевидно, что ранг матриц Якоби отоб-
ражений, заданных соотношениями (2) и (6),
совпадает. Далее находим матрицу Якоби
отображения (6).
Используя свойства матричных производ-

ных, мы получаем:
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• для i = 1, ..., k, j = 1, ..., n

(σsl)
′
aij

=

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
2aij , если s = l = i;

asj , если l = i, s �= i;

alj , если l �= i, s = i;

0, в противном случае;

• для i ↔ j ∈ E

Σ′
ωij

= (I −B)−1(Ω′
ωij

)(I −B)−t;

• для i ← j ∈ E

Σ′
bij

= [(I −B)−1]′bij (Ω)(I −B)−t

+(I −B)−1(Ω)[(I −B)−t]′bij
− (I −B)−1(I −B)′bij (I −B)−1(Ω)(I −B)−t

−(I −B)−1(Ω)(I −B)−t(I −Bt)′bij (I −B)−t

= (I −B)−1B′
bij
Σ+ Σ(Bt)′bij (I −B)−t.

Выберем θ∗ ∈ Θ, при котором: bij = 0,
i ← j ∈ E, ωij = 0, i ↔ j ∈ E, ωjj = 1,
j = 1, ..., n. Для r, l = 1, ..., n, мы получаем:

• для i ↔ j ∈ E

(σrl)
′
ωij

=

⎧⎨⎩
1, если i = r, j = l или

i = l, j = r,

0, в противном случае;

• для i ← j ∈ E

(σrl)
′
bij =

⎧⎨⎩
1, если i = r, j = l или

i = l, j = k,

0, в противном случае.

Пусть C = AAt и EU = {i − j : (i, j) ∈
E, (i, i), i = 1, ..., n}. Обозначим:
c′ij =

∂cij
∂a , σ

′
ij = {∂σij

∂ω , ∂σij

∂b }.
Образуем матрицы:

M11 = (c′ij)i−j∈EU
, M21 = (c′ij)i−j∈E ,

M12 = (σ′
ij)i−j∈EU

, M22 = (σ′
ij)i−j∈E .

Легко видеть, что матрица J(θ∗) с помо-
щью перестановки строк и столбцов может
быть приведена к виду(

M11 M12

M21 M22

)
,

где матрица M12 – единичная матрица, а M22

– матрица, все элементы которой равны нулю.
Очевидно матрица J(θ∗) имеет ранг R, ес-

ли ранг матрицы M21 равен nk − 1
2k(k − 1).

Предположим, что любые k строк матрицы A
линейно независимы. (Заметим, что это усло-
вие выполняется п.в. при A ∈ R

n×k.) Приме-
няя результат работы [1], получаем, что ес-
ли граф G содержит компоненту связности

G′ = (V′,E′) c нечетным простым циклом и
∪i∈V′i = V , то все элементы матрицы C одно-
значно восстанавливаются по множеству эле-
ментов {cij , i− j ∈ E}. Отсюда следует, что
ранг матрицы M21 п.в. при A ∈ R

n×k равен
nk − 1

2k(k − 1). Теорема доказана.

Предположим, что G – полный граф, со-
держащий не менее 2k + 1 вершин. Тогда оче-
видно, что граф G является связным. Граф G
также содержит нечетный цикл длины 2k+1:
i1 − ...− i2k+1 − i1, где
il = {(2(k −m) + l + 3)mod(2k + 1),
l = 1, ..., 2k + 1.
Таким образом, в этом случае условия тео-

ремы выполнены. Например, для случая k = 3
цикл длины 7 будет:
(1, 6, 4)− (2, 7, 5)− (3, 1, 6)− (4, 2, 7)− (5, 3, 1)−
(6, 4, 2)− (7, 5, 3)− (1, 6, 4).
Верна следующая теорема.

Теорема 2. Пусть n � 4k+1. Если G являет-
ся лесом, в котором нет вершины с не менее
чем с n − k смежными вершинами, то мо-
дель (1)) п.в. локально идентифицируема при
θ ∈ Θ.

Доказательство. Ввиду того что лес явля-
ется двудольным графом, множество вершин
графа G можно представить в виде объедине-
ния двух непересекающихся подмножеств V 1 и
V 2 несоединенных между собой вершин. Пусть
(для определенности) множество V 1 содержит
не менее 2k+1 вершин. Индуцированный под-
граф графа G с множеством вершин V 1 явля-
ется связным и содержит нечетный цикл.
Если любая вершина множества V 2 до-

полнительного графа G соединена ребрами
с более чем k вершинами множества V 1, то
нетрудно показать, что условия теоремы 1 вы-
полнены. Предположим, что некоторая вер-
шина i1 ∈ V 2 соединена ребрами с менее чем
k вершинами множества V 1. Тогда, как лег-
ко видеть, любая вершина множества V 2 \ i1
соединена с не менее чем k вершинами мно-
жества V 1, так как в противном случае граф
G имел бы неориентированные циклы. Таким
образом, и в этом случае условия теоремы 1
выполнены. Теорема доказана.

Структурные уравнения и условные
независимости

С помощью смешанного графа G удобно
представлять условные независимости среди
случайных величин множества {X1, ..., Xn}.
Введем необходимые определения [6].
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Определение 3. Простая цепь, принадлежа-
щая графу G, содержит тупиковую вершину
k, если она содержит один из подграфов:
i1 → k ← i2, i1 → k ↔ i2, i1 ↔ k ← i2,
i1 ↔ k ↔ i2.

Определение 4. Вершины i и j называют-
ся d-связанными множеством вершин S ⊆ V ,
если граф G содержит такую простую цепь,
соединяющую i и j, у которой все тупико-
вые вершины принадлежат S, а не тупиковые
не принадлежат. Вершины i и j называются
d-отделимыми множеством вершин S, если
они не являются d-связанными.

Из d-отделимости вершин i и j множеством
вершин S следует условная независимость со-
ответствующих случайных величин Xi и Xj

при данном XS = {Xs, s ∈ S} [6].
Определим граф Ĝ = (V, Ê), где множество

ребер Ê состоит из всех ребер множества E,
кроме таких ребер i− j ∈ E, для которых най-
дется простая цепь графа G, которая соеди-
няет i и j и содержит только тупиковые вер-
шины. Очевидно, что i и j будут d-отделимы
множеством V \ {i, j}, при i− j ∈ Ê. В случае
нормального распределения с матрицей кова-
риаций Σ это будет равносильно равенству ну-
лю соответствующих элементов матрицы Σ−1.
Определим граф G = (V,E), где V = {i =

(i1, ..., ik), 1 � i1 < i2 < ... < ik � k}, а
E = {(i, j)|i = (i1, ..., ik), j = (j1, ..., jk), (is, jl) ∈
Ê, s, l = 1, ..., k}.
Очевидно, что граф G является подграфом

графа G.
В следующей теореме сформулированы до-

статочные условия п.в. идентифицируемости
модели (1).

Теорема 3. Пусть G – простой ацикличе-
ский граф. Модель (1) будет п.в. идентифи-
цируемой при θ ∈ Θ, если граф G содержит
компоненту связности G′ = ((V′,E′) c нечет-
ным простым циклом и ∪i∈V′i = V .

Доказательство. Пусть ΣG = (I −B)−tΩ(I −
B)−1. Из определения графа Ĝ = (V, Ê) сле-
дует, что для элементов матрицы Σ−1

G = (σij
G)

выполнено следующее условие.

σij
G = 0, если i− j ∈ Ê. (7)

Легко видеть, что из (6) следует

Σ−1 = Σ−1
G − Σ−1

G A(Ik +AtΣ−1
G A)AtΣ−1

G . (8)

Нетрудно показать, что каждый (k+1)×(k+1)
минор матрицы D = Σ−1

G A(Ik+AtΣ−1
G A)AtΣ−1

G
равен нулю, а при предположении, что лю-
бые k строк матрицы A линейно независи-
мы, каждый k × k минор матрицы D не ра-
вен нулю. Теперь, используя результат рабо-
ты [1] и соотношение (8), можно показать, что
множество элементов матрицы D п.в. одно-
значно выражается через множество элемен-
тов {dij , i−j ∈ Ê}. Таким образом, по матрице
Σ мы можем однозначно восстановить элемен-
ты матрицы ΣG. В [3] показано, что по ΣG па-
раметры {B,Ω} п.в. определяются однознач-
но. Используя (6), мы однозначно определя-
ем AAt, а значит, (с помощью (5)) и матрицу
ΛΛt. Таким образом, матрица Λ определена с
точностью до ортогонального преобразования.
Теорема доказана.

Финансовое обеспечение исследований осу-
ществлялось из средств федерального бюдже-
та на выполнение государственного задания
КарНЦ РАН (Институт прикладных мате-
матических исследований КарНЦ РАН).
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