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О РАСПРЕДЕЛЕНИИ ВТОРЫХ СТЕПЕНЕЙ ВЕРШИН
КОНФИГУРАЦИОННЫХ ГРАФОВ
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Рассматриваются конфигурационные графы, содержащие N вершин, зануме-
рованных числами от 1 до N , степени вершин которых являются независимы-
ми одинаково распределенными случайными величинами. Вторая степень η(2)

вершины A конфигурационного графа равна сумме степеней вершин, смеж-
ных с вершиной A, без учета ребер, идущих к A. При N → ∞ для гра-
фов, степени вершин которых подчиняются закону Пуассона, найден вид про-
изводящей функции и распределение случайной величины η(2). Также при
N → ∞ получен вид производящей функции случайной величины η(2) для
графов с распределением степеней вершин pk > 0, k = 1, 2, . . . , таким, что
pk ∼ d/

(
kg(ln k)h

)
, h � 0, g > 7/3, d > 0, при k → ∞.

К люч е вы е c л о в а: конфигурационный граф; вторая степень вершины; про-
изводящая функция; предельное распределение.

E. V. Khvorostyanskaya. ON THE DISTRIBUTION OF
THE SECOND DEGREES OF CONFIGURATION GRAPHS
VERTICES
The object is configuration graphs with N vertices, numbered from 1 to N , whose
vertex degrees are independent identically distributed random variables. The second
degree η(2) of an arbitrary vertex A of a configuration graph is equal to the sum of
the degrees of the vertices adjacent to the vertex A excluding the edges going to A.
As N → ∞, the form of the generating function and the distribution of the random
variable η(2) are found for graphs whose vertex degrees have the Poisson distribution.
Also, as N → ∞, the form of the generating function of a random variable η(2) is
obtained for graphs with the vertex degree distribution pk > 0, k = 1, 2, . . . , such
that pk ∼ d/

(
kg( lnk)h

)
, h � 0, g > 7/3, d > 0, as k → ∞.

K e ywo r d s: configuration graph; second degree of vertex; generating function;
limit distribution.

В последние годы значительное внимание
уделяется исследованию различных характе-
ристик конфигурационных графов, введенных
в работе [7]. Такие графы удобно использовать
в качестве моделей сложных коммуникацион-
ных сетей. Степени вершин конфигурацион-

ного графа рассматриваются как независимые
одинаково распределенные случайные величи-
ны с дискретным распределением. Под степе-
нью вершины понимается число инцидентных
ей полуребер, т. е. ребер, для которых еще не
определены инцидентные им вторые вершины.

��
��
58



После определения степеней вершин полуреб-
ра равновероятно соединяются, образуя реб-
ра. В случае, когда сумма степеней всех вер-
шин нечетна, добавляется еще одна вершина
степени 1, что не влияет на асимптотические
свойства графа. Из построения графа следу-
ет, что он может содержать петли и кратные
ребра. При неограниченном росте числа вер-
шин графа и различных условиях на число
ребер и распределение степеней вершин в ря-
де работ получены предельные распределения
различных характеристик конфигурационных
графов, в частности, максимальной степени
вершины, числа вершин заданной степени [2–
6, 8]. В настоящее время интерес представ-
ляет также изучение других свойств конфи-
гурационных графов, таких как кластерный
коэффициент и коэффициент ассортативности
[1, 10], модулярность, вторые, третьи и т. д.
степени вершин. В работах [9, 12] рассматри-
вались вторые степени вершин графов пред-
почтительного присоединения и были полу-
чены асимптотические распределения вторых
степеней для моделей Боллобаша–Риордана и
Бакли–Остгуса.
Под второй степенью произвольной вер-

шины A конфигурационного графа будем по-
нимать случайную величину η(2), равную сум-
ме степеней вершин, смежных с вершиной A,
без учета ребер, идущих к A. В работе [11]
для конфигурационных графов рассматрива-
ется задача о среднем числе вторых соседей
вершины, т. е. среднем числе вершин, нахо-
дящихся в двух шагах от заданной вершины.
Вопрос о распределении числа вторых соседей
не изучался. Ясно, что при наличии петель и
кратных ребер вторая степень вершины гра-
фа может отличаться от числа вторых соседей
этой вершины.
Далее рассматриваются конфигурацион-

ные графы, содержащие N вершин, зануме-
рованных числами от 1 до N . Нас интересу-
ет предельное распределение второй степени
вершины графа при N → ∞.
Пусть независимые случайные величины

η1, . . . , ηN , равные степеням вершин конфи-
гурационного графа, имеют распределение
Пуассона с параметром λ > 0:

pk = P {ηi = k} =
λk

k!
e−λ, k = 0, 1, 2, . . . , (1)

i = 1, . . . , N . Обозначим через F (z) произ-
водящую функцию случайной величины η(2).
Справедливо следующее утверждение.

Теорема 1. При N → ∞ асимптотически до-
стоверно (а.д.)

F (z) = eλ(e
−λ−1) + e−λ

∞∑
k=1

λk

k!
sk(λ)z

k, (2)

P
{
η(2) = 0

}
= eλ(e

−λ−1),

(3)

P
{
η(2) = k

}
=

λke−λ

k!
sk(λ), k � 1,

где

s1(λ) = λe−λeλe
−λ

,

(4)

sk = λe−λdsk−1(λ)

d (λe−λ)
, k � 2.

В работе [3] рассматривались конфигура-
ционные графы, степени вершин η1, . . . , ηN ко-
торых имеют распределение

pk = P {ηi = k} , k = 1, 2, . . . , (5)

i = 1, . . . , N, такое, что при k → ∞

pk ∼ d

kg(ln k)h
, h � 0, g � 1, h+ g > 1, d > 0,

(6)
т.е. о распределении степеней вершин известно
лишь свойство (6). В качестве примера такого
распределения можно рассмотреть степенное
распределение со случайным параметром [3].
Справедливо следующее утверждение.
Теорема 2. При N → ∞ для производящей
функции F (z) второй степени вершины кон-
фигурационного графа с распределением сте-
пеней вершин (5), (6) при g > 7/3 а.д. выпол-
нено равенство

F (z) = Fη1

(
F

′
η1
(z)

F ′
η1
(1)

)
,

где

Fη1
(z) =

∞∑
k=1

pkz
k, F

′
η1
(z) =

∞∑
k=1

kpkz
k−1.

Доказательство теоремы 1. Обозначим
через ξ1, ξ2, . . . случайные величины, равные
степеням смежных с A вершин без учета ре-
бер, идущих к вершине A. Известно [11], что

P {ξi = k} =
(k + 1)pk+1

∞∑
j=1

jpj

, k = 0, 1, 2, . . . , (7)

где i = 1, 2, . . . , {pk}∞k=1 – распределение сте-
пеней вершин конфигурационного графа.
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Покажем, что случайно выбранная верши-
на A графа асимптотически достоверно не
имеет петель и кратных ребер. Обозначим L =
η1 + . . .+ ηN сумму степеней всех вершин гра-
фа. По закону больших чисел имеет место ра-
венство L = λN(1 + o(1)). Используя это со-
отношение и (1), а также учитывая, что число
конфигурационных графов с L полуребрами
равно (L− 1)!!, несложно показать, что

P {вершина A не имеет петель}
(8)

= 1−
∞∑
k=1

(L− 3)!!

(L− 1)!!

(
k

2

)
pk → 1,

P {вершина A не имеет кратных ребер}
(9)

= 1−
∞∑
k=1

(N − 1)
(L− 5)!!

(L− 1)!!

(
k

2

)
pk → 1.

Таким образом, произвольно выбранная
вершина A графа а.д. не имеет петель и крат-
ных ребер. Следовательно, подграф, содержа-
щий вершину A и смежные с ней вершины,
можно рассматривать как реализацию двух
поколений ветвящегося процесса Гальтона–
Ватсона, начинающегося с одной частицы.
При этом распределение числа прямых потом-
ков начальной частицы задается (1), а чис-
ло прямых потомков частиц первого поколе-
ния имеет распределение (7), где pk заданы
в (1). Легко видеть, что вторая степень η(2)

вершины A соответствует случайной величине
μ(2), равной числу частиц второго поколе-
ния ветвящегося процесса. Тогда производя-
щая функция F (z) случайной величины η(2)

равна F (z) = Ezμ(2). Отсюда и из (7) получа-
ем, что

F (z) =

∞∑
k=1

P {μ(2) = k} zk

=

∞∑
k=1

( ∞∑
i=1

P {η1 = i}P {ξ1 + . . .+ ξi = k}
)
zk

=

∞∑
i=1

pi

⎛⎜⎜⎜⎝
∞∑
k=1

kpkz
k−1

∞∑
j=1

jpj

⎞⎟⎟⎟⎠
i

,

т. е. выполнено равенство

F (z) = Fη1

(
F

′
η1
(z)

F ′
η1
(1)

)
, (10)

где Fη1
(z) =

∞∑
k=0

pkz
k – производящая функция

случайной величины η1.

Используя (1), (10), находим, что

F (z) = e−λeλe
λ(z−1)

. (11)

Разложим функцию eλe
λ(z−1) в ряд по степеням

z:

eλe
λ(z−1)

=

∞∑
i=0

(
λe−λ

)i
i!

∞∑
k=0

(iλz)k

k!
(12)

= eλe
−λ

+

∞∑
k=1

(λz)k

k!

∞∑
i=0

(i+ 1)k−1
(
λe−λ

)i+1

i!
.

Обозначим

sk(λ) =

∞∑
i=0

(i+ 1)k−1
(
λe−λ

)i+1

i!
, k = 1, 2, . . .

Нетрудно видеть, что выполнены соотношения
(4), и из (11), (12) следует (2). Используя фор-
мулу обращения для производящих функций,
из (2) получаем равенства (3). Теорема 1 до-
казана.

Доказательство теоремы 2. Через
C1, C2, . . . будем обозначать некоторые по-
ложительные постоянные. Используя (6),
несложно показать, что для максимальной
степени ξ(N) вершины графа при N → ∞ вы-
полнены соотношения:
при h = 0

P
{
ξ(N) < AN (g−1)−1

}
� exp

{
− C1

Ag−1

}
и выбором достаточно большого A вероят-
ность P

{
ξ(N) < AN (g−1)−1

}
можно сделать

сколь угодно близкой к 1;
при h > 0

P
{
ξ(N) < N (g−1)−1

}
� exp

{
− C2

(lnN)h

}
→ 1.

Используя эти соотношения, (6) и неравен-
ство L � N , где L – сумма степеней всех вер-
шин, можно показать, что при g = 2, h > 0 и
при g > 2 выполнено соотношение (8), а при
g > 7/3 справедливо (9). Аналогично дока-
зательству теоремы 1 получаем утверждение
теоремы 2.

Финансовое обеспечение исследований осу-
ществлялось из средств федерального бюдже-
та на выполнение государственного задания
КарНЦ РАН (Институт прикладных мате-
матических исследований КарНЦ РАН).
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