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Предлагается динамическая модель, описывающая процесс биологической
очистки сточных вод с учетом изменчивости биосостава активного ила. При
небольшом времени оборота биомассы в микрофлоре активного ила преоблада-
ют быстрорастущие виды, приспособленные к потреблению легкоокисляемых
соединений. При этом медленнорастущие группы, потребляющие трудноусво-
яемые соединения, не успевают закрепиться в реакторе, в результате чего эти
соединения попадают в стоки не разлагаясь. Если время оборота биомассы до-
статочно велико, в очистной системе закрепляются медленнорастущие группы.
При этом увеличивается разнообразие закрепившихся видов биомассы. Для
моделирования данного явления применен метод динамической декомпозиции,
разработанный одним из авторов, позволяющий представить процесс после-
довательностью относительно простых моделей, сменяющих друг друга в за-
висимости от условий протекания процесса. Разработан метод стабилизации
процесса биоочистки.

Ключ е вы е c л о в а: стабилизация; декомпозиция; биологическая очистка.

A. N. Kirillov, А. М. Sazonov, N. K. Bryksenkova.
STABILIZATION OF THE BIOLOGICAL WASTEWATER
TREATMENT PROCESS WITH VARIABLE BIOMASS
STRUCTURE
A dynamical model describing the biological wastewater treatment process, taking
into account the variability of the activated sludge biomass structure, is proposed.
Where biomass turnover time is short, fast-growing microorganisms, consuming
easily oxidizable substances, prevail in activated sludge. In such conditions, slow-
growing microorganisms, consuming poorly digestible substances, do not get enough
time to become part of the biomass. As a result, such substances are discharged
undecomposed. If the biomass turnover time is sufficiently large, then slow-growing
microorganisms get established in the digester, augmenting the diversity of species.
A method of dynamical decomposition developed by one of the authors is applied
to model the above phenomenon. This method permits to represent the process as
a sequence of relatively simple models which follow one another according to the
conditions of process behavior. A method for stabilization of the biological treatment
process has been developed.

K e ywo r d s: stabilization; decomposition; biological treatment.
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Введение

Задача стабилизации процесса биологиче-
ской очистки сточных вод имеет большое зна-
чение в проблеме охраны окружающей среды.
Предложенная в [12] модель процесса очист-
ки с помощью активного ила стимулирова-
ла использование математического моделиро-
вания в практике инженерных расчетов [11,
13, 14]. Процесс биоочистки сточных вод свя-
зан с различными аспектами биологического,
физико-химического, технологического харак-
тера. Широкий спектр примесей в стоках, ко-
личество и состав которых нестационарны и
труднопрогнозируемы, оказывает негативное
влияние на возможности использования наи-
более универсального метода очистки сточ-
ных вод, которым является в настоящее вре-
мя метод очистки с помощью активного ила.
Сточные воды представляют собой многоком-
понентный субстрат-загрязнитель, в то время
как активный ил состоит из многочисленных
групп микроорганизмов. Указанные обстоя-
тельства создают большие трудности при ис-
пользовании методов математического моде-
лирования с целью прогнозирования и управ-
ления процессом биоочистки.
В работах [2, 3] показано, что при неболь-

шом времени оборота биомассы в микрофло-
ре активного ила преобладают быстрорасту-
щие виды, приспособленные к потреблению
легкоокисляемых соединений. При этом мед-
леннорастущие группы, специализирующиеся
на потреблении трудноусвояемых соединений,
вытесняются из реактора, в результате чего
эти соединения попадают в стоки не разла-
гаясь. Напротив, если время оборота биомас-
сы достаточно велико, в очистной системе за-
крепляются медленнорастущие группы. При
этом увеличивается разнообразие закрепив-
шихся видов и идет процесс глубокой очистки.
Отметим, что необоснованное увеличение вре-
мени пребывания биомассы в аэротенке умень-
шает эффективность процесса очистки. Воз-
никает проблема построения модели, учитыва-
ющей непостоянство видового состава сообще-
ства микроорганизмов активного ила. В дан-
ной работе представлен подход, анонсирован-
ный в [4], к решению этой проблемы на осно-
ве предложенного автором метода динамиче-
ской декомпозиции, суть которого состоит в
возможности изменения размерности и струк-
туры системы в процессе ее функционирова-
ния. В результате получается последователь-
ность относительно простых моделей, сменя-
ющих друг друга в зависимости от условий

протекания процесса. Для каждой модели ре-
шается задача управления процессом очистки
на основе алгоритма T -стабилизации [7]. От-
метим, что метод динамической декомпозиции
для линейных систем рассмотрен в [8]. Пред-
лагаемый подход позволяет повысить эффек-
тивность процесса биоочистки [1].

Модель процесса биоочистки

Пусть система очистки состоит из аэротен-
ка, отстойника и звена рециркуляции. Полага-
ем, что i-й вид микроорганизмов окисляет i-й
компонент загрязнителя. Будем считать, что
с уменьшением номера i субстрат становится
более трудноокисляемым. При этом скорость
очистки описывается функцией Моно. В ка-
честве базовой используется модель [5, 9, 10],
задающая динамику подсистемы Si

ẋi = ua1i +
μisixi
ki + si

− (b+ u)xi, (1)

ṡi = ba2i − μisixi
Yi(ki + si)

− (b+ u)si,

где si – концентрация i-го вида субстрата-
загрязнителя; xi – концентрация i-го вида
микроорганизмов; Yi – коэффициент утилиза-
ции i-го вида субстрата-загрязнителя в био-
массу микроорганизмов; ki – константа полу-
насыщения; b, a2i – скорость и концентрация
соответственно субстрата i-го вида субстрата
на входе; u, a1i – скорость и концентрация со-
ответственно i-го вида микроорганизмов в воз-
вратном потоке; μi – максимальная удельная
скорость роста микроорганизмов i-го вида.
Управление процессом биоочистки осу-

ществляется за счет изменения скорости u ре-
циркулирующего потока. Пусть ui > 0 – по-
стоянные, удовлетворяющие условию: ui <
ui+1, i = 1, . . . , n. Будем считать, что для за-
крепления микроорганизмов i-го вида в аэро-
тенке требуется, чтобы скорость рециркули-
рующего потока удовлетворяла неравенству
u � ui. Это значит, что с увеличением номера
i уменьшается необходимость в присутствии
медленнорастущих микроорганизмов в аэро-
тенке, что вызывается уменьшением количе-
ства трудноусвояемых видов субстрата. Иначе
говоря, чем меньше i, тем труднее окисляет-
ся соединение вида i, что приводит к необхо-
димости уменьшить скорость рециркуляции,
т. е. увеличить время пребывания биомассы в
аэротенке для увеличения в ней доли медлен-
норастущих видов микроорганизмов, окисля-
ющих трудноусвояемые соединения. Таким об-
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разом, для того чтобы в системе присутствова-
ли виды i1, . . . , ik микроорганизмов, достаточ-
но подчинить u условию ui∗−1 < u < ui∗ , где
i∗ = min(i1, . . . , ik). При этом в аэротенке не
будут присутствовать виды микроорганизмов
с номерами, меньшими i∗, что позволит, поми-
мо увеличения скорости процесса биоочистки,
сделать этот процесс более экономным.
Таким образом, процесс биоочистки S –

сложная система, в состав которой могут вхо-
дить подсистемы Si, динамика которых зада-
ется уравнениями (1). Далее для организации
изменения состава системы S вводим функции
yi(t), удовлетворяющие уравнениям

ẏi = si − s̄i, если Si ⊂ S (2)

ẏi = a2i − ā2i, если Si �⊂ S, (3)

где s̄i, āi – заданные положительные постоян-
ные. Переменная yi(t) задает уровень накопле-
ния субстрата вида i в аэротенке. Изменение
структуры системы S происходит следующим
образом. Пусть ȳi – заданные постоянные.

Увеличение размерности S

Пусть ui∗−1 < u < ui∗ . Тогда в состав
S входят подсистемы с номерами, не мень-
шими i∗ : Si∗ , Si∗+1, . . . , Sn. Это значит, что
yi < ȳi при i = 1, . . . , i∗ − 1. Если yl(t

∗) = ȳl в
некоторый момент времени t = t∗ для неко-
торого l ∈ {1, . . . , i∗ − 1}, то в этот момент
времени u принимает значение в промежут-
ке (ul−1, ul), и к системе S подключаются под-
системы Sl, Sl+1, . . . , Si∗−1, для чего использу-
ется одна из процедур подключения, которые
описаны в [6].

Уменьшение размерности S

Пусть ui∗−1 < u < ui∗ . Если yi∗(t̄) = ȳt∗ в
некоторый момент времени t = t̄, то в этот мо-
мент времени u принимает значение в проме-
жутке (ui∗ , ui∗+1), и от системы S отключается
подсистема Si∗ [6].

Замечание 1. Изменение структуры системы
в случае, когда динамика переменных эволю-
ционного времени задается уравнениями (2),
(3), происходит как при изменении концен-
трации загрязнений на выходе, что отраже-
но в уравнении (2), так и при изменении кон-
центраций загрязнений на входе, что отраже-
но в уравнении (3). Таким образом, система
управления достаточно чутко реагирует на из-
менение концентраций загрязнителей. Можно
предложить модель, в которой используется
только первое уравнение (3): ẏi = si−s̄i. Такая
модель будет более грубой.

Стабилизация
Пусть uj−1 < u < uj . Это означает, что

S = {Sj , . . . , Sn}. Рассмотрим следующую за-
дачу: построить кусочно-постоянное управле-
ние, при котором выполняется ограничение

0 � si � si, i = j, j + 1, . . . , n, (4)

где si – заданная положительная постоянная.
Это естественное требование ограниченности
концентрации загрязнений (субстрата) на вы-
ходе из аэротенка. Формально надо построить
управление, при котором траектории систем
(1) пересекают прямую si = si в направле-
нии убывания si. Для этого рассмотрим усло-
вие ṡi < 0 при si = si, которое равносильно
неравенству

ba2i − μixisi
Yi(ki + si)

− (b+ u)si < 0,

откуда получаем

u > b(
a2i
si

− 1)− μixi
Yi(ki + si)

. (5)

Условие (5) выполняется при всех xi > 0, если

u > b(
a2i
si

− 1).

Если, например, xi > Yi(ki+si)
μi

b(a2i

si
− 1), то

условие (5) выполняется при всех u > 0. То-
гда получаем следующий результат.
Теорема 1. Если существует управление u
такое, что

uj−1 < u < uj , j ∈ {2, . . . , n}; (6)

u > b(
a2i
si

− 1), i = j, j + 1, . . . , n, (7)

то при этом постоянном u, начиная с неко-
торого момента времени, выполняются усло-
вия

0 � si � si, i = j, j + 1, . . . , n.

Получим теперь оценку времени t̃ попада-
ния траектории системы при управлении, удо-
влетворяющем (6), (7), в область 0 � si �
si, i = j, j + 1, . . . , n.
Теорема 2. Пусть u удовлетворяет (6), (7),
а также условию

ua1i + bYia2i
b+ u

� si, i = j, j + 1, . . . , n.

Тогда

t̃ � max
i

1

b+ u
ln

(
zi0 − z∗i
Yisi − z∗i

)
,

где zi = xi+Yisi, z∗i = x∗i+Yis
∗
i , zi0 = xi0+Yisi0,

(x∗i , s
∗
i ) – состояние равновесия подсистемы

Si, (xi0, si0) – начальная точка.
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Доказательство. Пусть t̃i – время попадания
траектории подсистемы Si в область 0 � si �
si. Очевидно, t̃i не меньше времени попадания
траектории в полосу, ограниченную прямыми
xi + Yisi = Di ≡ ua1i+bYia2i

b+u и xi + Yisi = Yisi.
Поскольку żi = −(b+ u)(zi −Di), то нетрудно
получить zi(t) = z∗i +(zi0−z∗i )e

−(b+u)t, z∗i = Di,
откуда следует t̃i =

1
b+u ln

(
zi0−z∗

i

Yisi−z∗
i

)
, что при-

водит к заключению теоремы.

Замечание 2. Рассмотрим еще одну зада-
чу стабилизации процесса биоочистки. Пусть
uj−1 < u < uj , т. е. динамика системы зада-
ется уравнениями (1), где i = j, j + 1, . . . , n.
Умножив вторые уравнения этой системы на
Yi и сложив их, получим

n∑
i=j

żi = −(b+ u)

n∑
i=j

zi +A, (8)

где zi = xi + Yisi, A =
n∑

i=j
Ai, Ai = u

n∑
i=j

a1i +

b
n∑

i=j
Yia2i. Обозначив z =

n∑
i=j

zi, из (6) получа-

ем
ż = −(b+ u)z +A. (9)

Из (8) следует, что система (1) имеет асимпто-
тически устойчивое инвариантное множество

z =
A

b+ u
,

являющееся гиперплоскостью в фазо-
вом пространстве R

2(n−j+1) переменных
((xj , sj), (xj+1, sj+1), ..., (xn, sn)). Возникает
задача: найти множество точек в R

2(n−j+1),
которые можно стабилизировать или T -стаби-
лизировать (т. е. стабилизировать за время,
меньшее некоторого заданного) с помощью
кусочно-постоянного управления u, удовле-
творяющего условию uj−1 < u < uj , j ∈
{2, . . . , n}. При этом T -стабилизирующее
управление позволит увеличить возможности
стабилизации с учетом, что структура систе-
мы может изменяться. Для решения этой за-
дачи можно построить параллелепипед, две
грани которого лежат на плоскостях, парал-
лельных интегральной плоскости, а остальные
грани перпендикулярны им. При этом ста-
билизируемая точка находится в центре па-
раллелепипеда. Сначала кусочно-постоянное
управление u, принимающее два значения из
(uj−1, uj), переводит траекторию в параллеле-
пипед, а затем переключается на его гранях,
перпендикулярных интегральной плоскости.

Заключение

Предложенный подход к моделированию
сложных систем с переменной структурой и
размерностью используется в задаче управле-
ния процессом биологической очистки сточ-
ных вод. При этом данный метод позволя-
ет рассмотреть двухуровневую задачу стаби-
лизации. На верхнем уровне стабилизируется
структура системы, а на нижнем – некоторая
область фазовых состояний.

Работа А. Н. Кириллова и А. М. Сазонова
поддержана РФФИ (грант №18-01-00249).
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