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Показано, что в любом метрическом компакте X существует счетное замкнутое
подмножество F , верхняя емкостная размерность dimBF которого равна любо-
му наперед заданному неотрицательному числу, не превосходящему верхней ем-
костной размерности X. Аналогичное утверждение доказано для верхнего по-
рядка метрической аппроксимации ord(ξ) максимальных сцепленных систем. А
именно, для любого числа a, удовлетворяющего неравенствам 0 � a � dimBX,
существует ξ ∈ λ(X), для которой ord(ξ) = a и supp(ξ) = X.

К люч е вы е c л о в а: емкостная размерность; порядок метрической аппрокси-
мации; суперрасширение.

A. V. Ivanov, O. V. Fomkina. ON THE ORDER OF METRIC
APPROXIMATION OF MAXIMAL LINKED SYSTEMS AND
CAPACITARIAN DIMENSIONS
It is shown that in any metric compact space X there exists a countable closed
subset F whose upper capacitarian dimension dimBF is equal to any preassigned
non-negative number not exceeding the upper capacitarian dimension of X. A
similar assertion is proved for the upper order of the metric approximation ord(ξ)
of maximal linked systems. Namely, for any number a satisfying the inequalities
0 � a � dimBX there exists ξ ∈ λ(X) for which ord(ξ) = a and supp(ξ) = X.

K e ywo r d s: capacitarian dimension; order of metric approximation;
superextension.

Введение
Работа посвящена исследованию поряд-

ка метрической аппроксимации точек в про-
странствах вида F(X), где F – метризуе-
мый полунормальный функтор бесконечной
степени, действующий в категории компактов.
Понятие порядка метрической аппроксимации
определено в [6]. Для каждого метрическо-
го компакта (X, ρ) в пространстве (F(X), ρF )

содержится растущая последовательность за-
мкнутых подпространств Fn(X) = {ξ ∈
F(X) : supp(ξ) � n}, объединение которых
всюду плотно в F(X). Точки ξ ∈ Fn(X)
мы считаем «простыми» элементами F(X),
причем индекс n характеризует их «степень
сложности». Для ξ ∈ F(X) и ε > 0 число
N(ξ, ε) = min{n : ρF (ξ,Fn(X)) � ε} есть наи-
меньшая степень сложности ε-приближения ξ.
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Если точка ξ не является простой, то число
N(ξ, ε) неограниченно возрастает при ε → 0.
Асимптотику этого возрастания характеризу-
ют верхний и нижний порядки метрической
аппроксимации ord(ξ) и ord(ξ) точки ξ (по-
дробные определения приведены ниже). Ес-
ли в качестве F взять функтор экспоненты
(экспонента exp(X) – это пространство непу-
стых замкнутых подмножеств компакта X с
метрикой Хаусдорфа), то для всякого A ∈
exp(X) верхний и нижний порядки метриче-
ской аппроксимации совпадают соответствен-
но с верхней и нижней емкостными размерно-
стями dimBA и dimBA множества A.
Основное внимание в работе уделено иссле-

дованию порядка метрической аппроксима-
ции максимальных сцепленных систем (м.с.с.)
– точек пространства λ(X), где λ – функ-
тор суперрасширения. Доказано (предложе-
ние 2), что порядок метрической аппроксима-
ции м.с.с. ξ ∈ λ(X) не превосходит соответ-
ствующей емкостной размерности носителя ξ.
При этом справедлива теорема 2, согласно ко-
торой из наличия в компакте X собственно-
го замкнутого подмножества F заданной ем-
костной размерности следует существование
м.с.с. ξ ∈ λ(X) с тем же значением соответ-
ствующего порядка метрической аппроксима-
ции и носителем ξ, равным X. Этот резуль-
тат мотивирует формулировку и доказатель-
ство теоремы 1 о промежуточных значениях
верхней емкостной размерности. А именно, до-
казано, что в любом бесконечном метрическом
компакте (X, ρ) для любого неотрицательно-
го числа a < dimBX существует счетное за-
мкнутое подмножество F ⊂ X размерности
dimBF = a. Из теорем 1 и 2 вытекает ана-
логичное утверждение о промежуточных зна-
чениях верхнего порядка метрической аппрок-
симации максимальных сцепленных систем с
фиксированным носителем, равным X (теоре-
ма 3). При доказательстве указанных резуль-
татов существенную роль играет конструкция
Е. В. Кашубы [1], позволяющая строить мак-
симальные сцепленные системы с заданным
носителем, и операция миксера μ [7], кото-
рая тройку систем ξi ∈ λ(X), i = 1, 2, 3,
«смешивает» в м.с.с. μ(ξ1, ξ2, ξ3). В частно-
сти, для миксера μ установлено неравенство:
ord(μ(ξ1, ξ2, ξ3)) � max

i
ord(ξi).

Предварительные сведения
Суперрасширение, о котором пойдет речь

ниже, является функториальной конструк-
цией общей топологии. Напомним (см. [4,
7.5.10]), что ковариантный функтор F , дей-
ствующий из категории Comp компактных ха-

усдорфовых пространств (компактов) и непре-
рывных отображений в ту же категорию, на-
зывается полунормальным, если F
1) сохраняет точку и пустое множество;
2) сохраняет мономорфизмы;
3) сохраняет пересечения;
4) непрерывен, то есть перестановочен с опе-
рацией перехода к пределу обратного спектра.
В дальнейшем через F мы будем обозна-

чать полунормальный функтор и при этом
считать дополнительно, что F сохраняет вес
всякого бесконечного компакта. Если A – за-
мкнутое подмножество компакта X, то F(A)
естественно отождествляется с подпростран-
ством пространства F(X). Таким образом,
можно считать, что F(A) ⊂ F(X). Для каж-
дой точки ξ ∈ F(X) определен ее носитель
supp(ξ) как наименьшее замкнутое подмноже-
ство A ⊂ X, для которого ξ ∈ F(A). Для
n ∈ N определено замкнутое подпространство

Fn(X) = {ξ ∈ F(X) : |supp(ξ)| � n} ⊂ F(X).

При этом F1(X) естественно гомеоморфно X
(каждая точка x ∈ X отождествляется с един-
ственной точкой пространства F({x})).Таким
образом, можно считать, что X = F1(X) ⊂
F(X).
Функтор F имеет бесконечную степень, ес-

ли для любого бесконечного компакта X и лю-
бого n ∈ N Fn(X) �= F(X). В дальнейшем бу-
дем считать, что степень F бесконечна. Для
любого полунормального функтора F и любо-
го компакта X объединение

⋃
n∈N Fn(X) всю-

ду плотно в F(X). Доказательство всех пере-
численных фактов можно найти в [4] и [5].
Функтор F называется метризуемым (по

В. В. Федорчуку [3]), если для всякой метри-
ки ρ на метризуемом компакте X может быть
указана совместимая с топологией метрика ρF
на F(X) так, что выполнены следующие усло-
вия:
1) для любого изометрического вложения
i : (X1, ρ1) → (X2, ρ2) отображение F(i) :
(F(X1), (ρ1)F ) → (F(X2), (ρ2)F ) также явля-
ется изометрическим вложением;
2) ρF |X = ρ;
3) diam(F(X)) = diam(X).
При этом семейство метрик {ρF} по определе-
нию задает метризацию функтора F . Всякий
метризуемый функтор мы будем считать на-
деленным конкретной метризацией.
Итак, если F – метризуемый функтор и

(X, ρ) – метрический компакт, то (F(X), ρF ) –
также метрический компакт, и в F(X) имеется
возрастающая последовательность замкнутых
подмножеств

X = F1(X) ⊂ . . . ⊂ Fn(X) ⊂ . . .F(X),
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объединение которых всюду плотно в F(X).
При этом точки ξ ∈ ∪n∈NFn(X) в определен-
ном смысле «просты», ибо имеют конечный
носитель (они «сгенерированы» функтором F
на конечном множестве), причем их «степень
сложности» растет с ростом n. Любая точ-
ка η ∈ F(X) является пределом последова-
тельности «простых» точек. Таким образом,
для любого ε > 0 существует ε-приближение
точки η «простой» точкой, причем наимень-
шая «степень сложности» такой простой точ-
ки есть число

N(η, ε,F(X)) = min{n : ρF (η,Fn(X)) � ε}.
(В дальнейшем, если из контекста ясно, о ка-
ком функторе и компакте идет речь, мы будем
использовать сокращенную запись N(η, ε).)
Если η �∈ ∪n∈NFn(X), то N(η, ε) неограни-
ченно возрастает при ε → 0. Асимптотику
этого возрастания характеризуют верхний и
нижний порядки метрической аппроксимации
ord(η) и ord(η) точки η (см. [6]), которые опре-
деляются по формулам:

ord(η) = inf{α : limε→0ε
αN(η, ε) = 0}

= sup{α : limε→0ε
αN(η, ε) = ∞},

ord(η) = inf{α : limε→0ε
αN(η, ε) = 0}

= sup{α : limε→0ε
αN(η, ε) = ∞}.

Очевидно, что 0 � ord(η) � ord(η) � ∞. Име-
ют место следующие равенства (см. [6]):

ord(η) = limε→0
ln(N(η, ε))

ln(1/ε)
,

ord(η) = limε→0

ln(N(η, ε))

ln(1/ε)
.

Справедливо также (см. [6])
Предложение 1. Если последователь-

ность {εn > 0 : n ∈ N} монотонно сходит-
ся к нулю и существует c > 0 такое, что
εn+1 � c εn для всех n ∈ N , то

ord(η) = limn→∞
ln(N(η, εn))

ln(1/εn)
,

ord(η) = limn→∞
ln(N(η, εn))

ln(1/εn)
.

В частности, для εn = 1/n получаем

ord(η) = limn→∞
ln(N(η, 1/n))

lnn
,

ord(η) = limn→∞
ln(N(η, 1/n))

lnn
.

В некоторых случаях при рассмотрении
порядка метрической аппроксимации (верхне-
го или нижнего) точки η бывает необходимо
указывать объемлющее пространство, относи-
тельно которого этот порядок определяется.
Тода мы будем использовать расширенное обо-
значение: ord(η,F(X)). Если A – замкнутое
подмножество X, η ∈ F(A) и ε > 0, то

N(η, ε,F(A)) � N(η, ε,F(X)). (1.1)

Поэтому

ord(η,F(A)) � ord(η,F(X)),

ord(η,F(A)) � ord(η,F(X)).

Определение 1. Будем говорить, что по-
рядок метрической аппроксимации для функ-
тора F сохраняется при переходе к подпро-
странству, если для любого компакта X, лю-
бого его замкнутого подмножества A и лю-
бой точки η ∈ F(A) выполняются равенства:

ord(η,F(A)) = ord(η,F(X)),

ord(η,F(A)) = ord(η,F(X)).

Экспонента. Примером метризуемого
функтора является функтор экспоненты exp.
Пусть (X, ρ) – метрический компакт. Экспо-
нентой exp(X) называется множество непу-
стых замкнутых подмножеств X, наделенное
топологией Вьеториса, с которой совместима
метрика Хаусдорфа ρH . Расстояние ρH между
F,G ∈ exp(X) определяется по формуле:

ρH(F,G) = inf{ε : F ⊂ B(G, ε), G ⊂ B(F, ε)}.
(Здесь и ниже B(F, ε) = {x ∈ X : ρ(x, F ) � ε}
и B(y, ε) = {x ∈ X : ρ(x, y) � ε} – замкну-
тые ε-шары множества F и точки y соответ-
ственно.) Носитель supp(F ) точки F ∈ exp(X)
совпадает с F . Таким образом, expn(X) =
{F ∈ exp(X) : |F | � n}. Для F ∈ exp(X) и
ε > 0 число N(F, ε) равно наименьшему коли-
честву ε-шаров B(x, ε), покрывающих множе-
ство F . Отсюда следует, что определенные вы-
ше порядки метрической аппроксимации для
функтора exp совпадают с верхней и нижней
емкостными размерностями dimBF и dimBF
множества F (см. [2] и [6]). Эти размерности
сохраняются при переходе к подпространству
в смысле определения 1.
Известно, что емкостные размерности мо-

нотонны, то есть для любого замкнутого под-
множества A ⊂ X

dimBA � dimBX, dimBA � dimBX.

Для верхней емкостной размерности спра-
ведлива конечная теорема суммы, а именно,
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для любого конечного семейства F1, . . . , Fn за-
мкнутых подмножеств X имеет место равен-
ство (см. [2, гл. 2, теорема 6.2]):

dimB(

n⋃
i=1

Fi) = max
i

dimBFi. (1.2)

Заметим, что для нижней емкостной размер-
ности аналогичное утверждение неверно (см.
[2, гл. 2, пример 6.2]).

Суперрасширение. Приведем необходи-
мые сведения, касающиеся функтора супер-
расширения λ (см. [4, гл. 7.4]). Семейство ξ за-
мкнутых подмножеств компакта X называет-
ся сцепленной системой, если любые два эле-
мента ξ имеют непустое пересечение. Множе-
ство всех максимальных (по включению) сцеп-
ленных систем (м.с.с.) компакта X обознача-
ется через λ(X) и наделяется топологией, от-
крытую предбазу которой образуют множе-
ства вида O(U) = {ξ ∈ λ(X) : ∃F ∈ ξ : F ⊂ U},
где U – произвольное открытое подмножество
X. Для любого замкнутого подмножества A ⊂
X и любой м.с.с. ξ ∈ λ(A) существует един-
ственная м.с.с. ξ′ ∈ λ(X), которая содержит ξ.
Тем самым определено вложение λ(A) ⊂ λ(X).
Если F – минимальный по включению эле-
мент м.с.с. ξ, то F ⊂ supp(ξ). При этом но-
ситель supp(ξ) равен замыканию объединения
всех минимальных по включению элементов ξ.
Если (X, ρ) – метрический компакт, то то-

пология λ(X) порождается метрикой ρλ, кото-
рая определяется по формуле:

ρλ(ξ, η) = inf{ε : ∀F ∈ ξ B(F, ε) ∈ η}.
Известно, что семейство метрик ρλ задает мет-
ризацию функтора λ (см. [3]). Таким обра-
зом, суперрасширение является метризуемым
функтором и для него могут быть определе-
ны верхний и нижний порядки метрической
аппроксимации всякой м.с.с. ξ ∈ λ(X). За-
метим, что λ1(X) = λ2(X) = X, поскольку
не существует м.с.с. ξ с носителем ровно из
двух точек. Однако при n � 2 все включения
λn(X) ⊂ λn+1(X) являются строгими.
В дальнейшем нам понадобятся следующие

два метода построения максимальных сцеп-
ленных систем.

1. М.с.с. ξ(x, F ). Пусть F – собственное
замкнутое подмножество компакта X, |F | > 1
и x �∈ F . Рассмотрим сцепленную систему

ξ′ = {{x, y} : y ∈ F} ∪ {F}.
Легко видеть, что ξ′ содержится в единствен-
ной м.с.с. в X, которая по определению и есть

м.с.с. ξ(x, F ). Все элементы системы ξ′ явля-
ются минимальными по включению элемента-
ми ξ(x, F ) и

supp(ξ(x, F )) = F ∪ {x}. (1.3)

2. М.с.с. ξ(A,B). Пусть A = {xn : n ∈ N}
и B = {yn : n ∈ N} – две непересекаю-
щиеся последовательности, состоящие из по-
парно различных точек компакта X, причем
[A]∩ [B] �= ∅ (здесь и ниже в подобном контек-
сте квадратными скобками обозначается за-
мыкание множества). Для i ∈ N положим

Ai = {x1, . . . , xi, yi}, Bi = {y1, . . . , yi, xi+1}
и, следуя Е. В. Кашубе [1], рассмотрим в X
сцепленную систему

ξ′ = {Ai : i ∈ N} ∪ {Bi : i ∈ N}.
Система ξ′ единственным образом дополняет-
ся до м.с.с. в X, которую обозначим через
ξ(A,B). При этом множества Ai и Bi, i ∈ N ,
являются минимальными по включению эле-
ментами ξ(A,B). Следовательно,

[A] ∪ [B] ⊂ supp(ξ(A,B)). (1.4)

Теорема о промежуточных значе-
ниях для верхней емкостной раз-
мерности

Утверждение 1. Пусть (X, ρ) – мет-
рический компакт и dimBX = a. Тогда
существует точка x ∈ X такая, что
dimB(B(x, ε)) = a для любого ε > 0.
Доказательство. Предположим противное.
Тогда для любой точки x ∈ X существует
ε(x) > 0 такое, что dimB(B(x, ε(x))) < a.
Из покрытия {B(x, ε(x)) : x ∈ X} ком-
пакта X выделим конечное подпокрытие
B(x1, ε(x1)), . . . , B(xn, ε(xn)). В силу (1.2) по-
лучаем:

dimBX = dimB(

n⋃
i=1

(B(xi, ε(xi)))

= max
i

dimB(B(xi, ε(xi))) < a.

Пусть (X, ρ) – метрический компакт, A – за-
мкнутое подмножество X и ε > 0. Множество
A называется ε-сетью в X, если B(A, ε) = X.
Множество A будем называть ε-разреженным,
если ρ(x, y) > ε для любых различных то-
чек x, y ∈ A. В дальнейшем рассматриваются
только конечные ε-сети.

Утверждение 2. В любом метрическом
компакте (X, ρ) для любого ε > 0 существу-
ет ε-разреженная ε-сеть.
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Доказательство. Если ε-разреженное под-
множество A ⊂ X не является ε-сетью, то
X \ B(A, ε) �= ∅, и множество A можно по-
полнить любой точкой p ∈ X \B(A, ε) так, что
A ∪ {p} останется ε-разреженным. Поскольку
в компакте бесконечных ε-разреженных под-
множеств не существует, отсюда следует, что
любое ε-разреженное подмножество можно до-
полнить до ε-разреженной ε-сети.

Теорема 1. Пусть (X, ρ) – метрический
компакт и dimBX = a. Тогда для любого чис-
ла b такого, что 0 � b < a, существует за-
мкнутое подмножество Fb ⊂ X, для которо-
го dimBFb = b.
Доказательство. При b = 0 утверждение тео-
ремы тривиально, поэтому будем считать, что
b удовлетворяет неравенствам: 0 < b < a.
Согласно утверждению 1 зафиксируем точку
x ∈ X так, что dimB(B(x, ε)) = a для любого
ε > 0.
Искомое множество Fb будем строить с по-

мощью рекурсивного процесса.
Шаг 1. Рассмотрим множество B(x, 1), и

пусть k1 – наименьшее натуральное число, для
которого

N(B(x1, 1), 1/2
k1) > 2bk1 . (2.2)

Поскольку dimB(B(x, 1)) = a > b и в силу
предложения 1 имеет место равенство

dimB(B(x, 1)) = limk→∞
lnN(B(x1, 1), 1/2

k)

ln 2k
,

такое число k1 существует.
Пусть A1 – (1/2k1)-разреженная (1/2k1)-

сеть в B(x, 1). Тогда в силу (2.2) |A1| > 2bk1 и,
следовательно, в A1 можно выделить подмно-
жество Z1 мощности |Z1| = [2bk1 ] (здесь [2bk1 ]
– целая часть числа 2bk1) такое, что

Z1 ∩B(x, 1/2k1+2) = ∅. (2.3)

Шаг 2. Пусть k2 – наименьшее натуральное
число, для которого

N(B(x, 1/2k1+3), 1/2k2) > 2bk2 . (2.4)

Поскольку N(B(x, 1/2k1+3), 1/2k1+3) = 1, в си-
лу (2.4) k2 > k1 + 3. Пусть A2 – (1/2k2)-
разреженная (1/2k2)-сеть в B(x, 1/2k1+3). Вы-
делим в A2 подмножество Z2 такое, что |Z1 ∪
Z2| = [2bk2 ] и

Z2 ∩B(x, 1/2k2+2) = ∅. (2.5)

Шаг n. Пусть kn – наименьшее натуральное
число, для которого

N(B(x, 1/2kn−1+3), 1/2kn) > 2bkn . (2.6)

Как и выше, kn > kn−1+3. Пусть An – (1/2kn)-
разреженная (1/2kn)-сеть в B(x, 1/2kn−1+3),
Zn ⊂ An, | ∪n

i=1 Zi| = [2bkn ] и

Zn ∩B(x, 1/2kn+2) = ∅. (2.7)

В результате рекурсии мы получим после-
довательность попарно непересекающихся ко-
нечных множеств Zn таких, что
1) Dn = ∪n

i=1Zi является (1/2kn+1)-
разреженным;
2) |Dn| = [2bkn ];
3) Zn ⊂ B(x, 1/2kn−1+3);
4) Zn ∩B(x, 1/2kn+2) = ∅.

При этом kn > kn−1 + 3.
Положим Fb =

⋃∞
n=1 Zn ∪ {x}. В силу 3) Fb

– замкнутое подмножество X. Покажем, что
dimBFb = b.
Пусть A – (1/2kn+3)-сеть в Fb. В силу 1), 3)

и 4) Dn ⊂ A. Следовательно,

N(Fb, 1/2
kn+3, exp(Fb)) � |Dn| = [2bkn ].

Таким образом,

dimB(Fb) � limn→∞
lnN(Fb, 1/2

kn+3, exp(Fb))

ln 2kn+3

� limn→∞
ln[2bkn ]

ln 2kn+3
= b. (2.8)

Пусть натуральное число k удовлетворяет
неравенствам: kn−1 < k < kn. Тогда в силу
(2.6)

N(B(x, 1/2kn−1+3), 1/2k) � 2bk. (2.9)

В силу 3), 4) и (2.9) имеем:

N(Fb, 1/2
k)

� N(Dn−1, 1/2
k) +N(B(x, 1/2kn−1+3), 1/2k)

� |Dn−1|+ 2bk � [2bkn−1 ] + 2bk < 2 · 2bk.
При k = kn имеет место неравенство
N(Fb, 1/2

k) � |Dn| + 1. Следовательно, нера-
венство N(Fb, 1/2

k) � 2 · 2bk выполнено для
любого k � k1. Таким образом, в силу предло-
жения 1

dimB(Fb) = limk→∞
lnN(Fb, 1/2

k)

ln 2k

� limk→∞
ln(2 · 2bk)

ln 2k
= b.

Откуда в силу (2.8) получаем, что dimB(Fb) =
b.
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Замечание 1.Построенное замкнутое под-
множество Fb ⊂ X при 0 < b < a являет-
ся счетным и имеет единственную предельную
точку x.

Порядок метрической аппроксима-
ции максимальных сцепленных си-
стем

Предложение 2. Для любой м.с.с. ξ ∈
λ(X)

ord(ξ) � dimB(supp(ξ)),

ord(ξ) � dimB(supp(ξ)).

Доказательство. Пусть ξ ∈ λ(X) и ε > 0. По-
кажем, что

N(ξ, ε) � N(supp(ξ), ε). (3.1)

Введем обозначения: F = supp(ξ), n =
N(F, ε). Пусть G ∈ exp(X), |G| = n и

ρH(G,F ) � ε. (3.2)

Для каждого A ∈ ξ определим множество
H(A) по формуле:

H(A) = B(A, ε) ∩G.

Поскольку пересечение A∩F непусто, из (3.2)
следует, что H(A) �= ∅. Рассмотрим систему
η′ = {H(A) : A ∈ ξ}. Эта система, состоя-
щая из подмножеств конечного множества G,
является сцепленной. В самом деле, для лю-
бых двух множеств A1, A2 ∈ ξ пересечение
A1 ∩A2 ∩ F непусто. Значит,

∅ �= B(A1 ∩A2, ε) ∩G ⊂ H(A1) ∩H(A2).

Дополним систему η′ до некоторой максималь-
ной сцепленной системы в G, которую, в свою
очередь, дополним до (единственной) макси-
мальной сцепленной системы η в X. По по-
строению для любого A ∈ ξ B(A, ε) ∩ G ∈ η,
следовательно, B(A, ε) также является эле-
ментом η. Значит, ρλ(ξ, η) � ε. Кроме то-
го, supp(η) ⊂ G, |G| = n. Таким образом,
N(ξ, ε) � n.
Из неравенства (3.1) сразу следует утвер-

ждение предложения.
Предложение 3. Порядок метрической

аппроксимации максимальных сцепленных
систем сохраняется при переходе к подпро-
странству.

Доказательство. Пусть (X, ρ) – метрический
компакт, A – замкнутое подмножество X, ξ ∈
λ(A) и ε > 0. В силу (1.1) имеем:

N(ξ, ε, λ(A)) � N(ξ, ε, λ(X)). (3.3)

Пусть N(ξ, ε, λ(X)) = n и м.с.с. η ∈ λn(X)
такова, что ρλ(η, ξ) � ε. Введем обозначения:
supp(ξ) = F , supp(η) = G. При этом F ⊂ A,
|G| = n.
Покажем, что

G ⊂ B(F, ε). (3.4)

Рассмотрим систему

γ = {B(Φ, ε) ∩G : Φ ∈ ξ,Φ ⊂ F}. (3.5)

Поскольку B(Φ, ε) ∈ η для любого Φ ∈ ξ,
система γ является сцепленной системой под-
множеств множества ∪γ, которое содержится
в G. Дополним γ до м.с.с. γ′ в ∪γ, а систему
γ′ дополним до единственной м.с.с. δ в X.
Покажем, что ρλ(δ, ξ) � ε. Пусть Φ ∈ ξ. То-

гда пересечение Φ∩F = Φ′ также является эле-
ментом ξ. В силу определения системы γ (3.5)
B(Φ′, ε)∩(∪γ) ∈ γ. Следовательно, B(Φ, ε) ∈ δ,
что и требовалось.
Таким образом, если ∪γ �= G, то δ ∈

λn−1(X) и ρλ(ξ, δ) � ε, что невозможно, по-
скольку n = N(ξ, ε, λ(X)). Значит, ∪γ = G. Но
по определению системы γ имеет место вклю-
чение ∪γ ⊂ B(F, ε), откуда следует (3.4).
Для каждой точки x ∈ G выберем точ-

ку y(x) ∈ F так, что ρ(x, y(x)) � ε. Пусть
H = {y(x) : x ∈ F}. Ясно, что |H| � n
и H ⊂ B(G, ε). Рассмотрим систему подмно-
жеств

β = {B(Φ, ε) ∩H : Φ ∈ η}.
Легко проверить, что β – сцепленная систе-
ма. Дополним β до м.с.с. в H, а полученную
при этом систему дополним до м.с.с. β′ в X.
В силу определения β имеем ρλ(β

′, η) � ε.
Следовательно, ρλ(ξ, β

′) � 2ε. Кроме того,
supp(β′) ⊂ H, и значит, β′ ∈ λn(F ) ⊂ λn(A).
Таким образом, доказано неравенство:

N(ξ, 2ε, λ(A)) � N(ξ, ε, λ(X)). (3.6)

Пусть k ∈ N . В силу (3.3) и (3.6) имеют место
следующие неравенства:

lnN(ξ, 1/k, λ(X))

ln k
� lnN(ξ, 1/k, λ(A))

ln k

� lnN(ξ, 1/2k, λ(X))

ln k
. (3.7)

Во всех частях неравенств перейдем к верхне-
му пределу при k → ∞. Пределы первой и вто-
рой дроби дадут соответственно ord(ξ, λ(X)) и
ord(ξ, λ(A)). Согласно предложению 1,

ord(ξ, λ(X)) = limk→∞
lnN(ξ, 1/2k, λ(X))

ln 2k
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= limk→∞
lnN(ξ, 1/2k, λ(X))

ln k
.

Таким образом, предел третьей дроби в нера-
венстве (3.7) также равен ord(ξ, λ(X)). Следо-
вательно, ord(ξ, λ(X)) = ord(ξ, λ(A)).
Равенство ord(ξ, λ(X)) = ord(ξ, λ(A)) дока-

зывается аналогично.
Предложение 4. Для м.с.с. ξ(x, F ), где

F – собственное замкнутое подмножество
компакта (X, ρ), |F | > 1 и x �∈ F , справед-
ливы равенства

ord ξ(x, F ) = dimB(supp(ξ(x, F ))) = dimB(F ),

ord ξ(x, F ) = dimB(supp(ξ(x, F ))) = dimB(F ).

Доказательство. Покажем, что при ε �
min(ρ(x, F ), diam(F ))/3 имеет место равен-
ство

N(ξ(x, F ), ε) = N(F, ε) + 1, (3.8)

из которого сразу следует утверждение пред-
ложения.
Прежде всего, заметим, что при указанных

ограничениях на ε

N(F ∪ {x}, ε) = N(F, ε) + 1.

Поскольку supp(ξ(x, F )) = F ∪ {x}, в силу
предложения 2 N(ξ(x, F ), ε) � N(F, ε) + 1.
Остается доказать обратное неравенство.

Пусть N(ξ(x, F ), ε) = n, и м.с.с. η ∈ λ(X) та-
кова, что ρλ(ξ(x, F ), η) � ε и |supp(η)| = n.
Тогда из F ∈ ξ(x, F ) следует, что B(F, ε) ∈ η.
Значит, множество G = B(F, ε)∩supp(η) непу-
сто и G ∈ η. Возьмем точки y1, y2 ∈ F так,
что ρ(y1, y2) � 3ε. Множества B({x, y1}, ε)
и B({x, y2}, ε) принадлежат η, следовательно,
пересечение

B({x, y1}, ε) ∩B({x, y2}, ε) = B(x, ε)

имеет общую точку с носителем η. Но B(x, ε)∩
B(F, ε) = ∅, следовательно, |G| < n. При
этом B(G, ε) ∈ ξ(x, F ). Поскольку x �∈ B(G, ε),
такое возможно лишь в том случае, если
B(G, ε) ⊃ F . Вместе с включениемG ⊂ B(F, ε)
это дает неравенство ρH(F,G) � ε. Таким об-
разом, N(F, ε) � n − 1. Равенство (3.8) дока-
зано.
С помощью предложения 4 нетрудно при-

вести примеры максимальных сцепленных си-
стем с различными значениями верхнего и
нижнего порядка метрической аппроксима-
ции. Пусть F – замкнутое подмножество от-
резка [0, 1], построенное в [2, гл. 2, пример 6.1],
для которого 0 < dimBF < dimBF < 1. То-
гда ord ξ(x, F ) < ord ξ(x, F ) для любой точки
x �∈ F .

Утверждение 3. Пусть A = {xn : n ∈
N} и B = {yn : n ∈ N} – дизъюнктные
последовательности в компакте X, состоя-
щие из попарно различных точек, такие, что
ρ(x2n, y2n) � 1/2n. Тогда ord ξ(A,B) = 0.

Доказательство. Из условия следует, что
[A] ∩ [B] �= ∅. Поэтому м.с.с. ξ(A,B)
определена однозначно. Покажем, что
N(ξ(A,B), 1/2n) � 4n + 1. Зафиксируем n и
рассмотрим сцепленную систему

η′(n) = {Ai : i � 2n} ∪ {Bi : i � 2n}

∪{{x1, . . . , x2n+1}}.
Тогда

∪η′(n) = {x1, . . . , x2n+1, y1, . . . , y2n} = D,

|D| = 4n+1. Дополним η′(n) до максимальной
сцепленной системы η(n) ∈ λX. Легко прове-
рить, что все множества, входящие в η′(n), яв-
ляются минимальными по включению элемен-
тами η(n), любой элемент F ∈ η(n) содержит
какое-либо множество из η′(n) и supp(η(n)) =
D.
Покажем, что ρλ(ξ(A,B), η(n)) � 1/2n. Для

этого достаточно проверить, что для любого
F ∈ η(n) B(F, 1/2n) ∈ ξ(A,B). Если в F содер-
жится множество Ai или Bi при i � 2n, то F ∈
ξ(A,B) и, следовательно, B(F, 1/2n) ∈ ξ(A,B).
Если же F ⊃ {x1, . . . , x2n+1}, то B(F, 1/2n) �
y2n, поскольку ρ(x2n, y2n) � 1/2n. Следова-
тельно, в таком случае A2n ⊂ B(F, 1/2n), и то-
гда множество B(F, 1/2n) также является эле-
ментом ξ(A,B).
Итак, ρλ(ξ(A,B), λ4n+1(X)) � 1/2n. Зна-

чит, N(ξ(A,B), 1/2n) � 4n + 1. В силу пред-
ложения 1 получаем

ord ξ(A,B) = limn→∞
ln(N(ξ(A,B), 1/2n))

ln 2n

� lim
n→∞

ln(4n+ 1)

n ln 2
= 0.

Пусть X – компакт. Миксером на λ(X)
(см. [7]) называется отображение μ : λ3(X) →
λ(X), определяемое по формуле:

μ(ξ1, ξ2, ξ3) = (ξ1 ∩ ξ2) ∪ (ξ1 ∩ ξ3) ∪ (ξ2 ∩ ξ3).

Утверждение 4. supp(μ(ξ1, ξ2, ξ3)) ⊂⋃3
i=1 supp(ξi).

Доказательство. Пусть F – минимальный по
включению элемент μ(ξ1, ξ2, ξ3). Будем счи-
тать для определенности, что F ∈ ξ1 ∩ ξ2.
В ξ1 существует минимальный по включению
элемент F1, лежащий в F . Аналогично в ξ2
существует минимальный по включению эле-
мент F2 ⊂ F . Имеем: F1 ∪ F2 ∈ ξ1 ∩ ξ2 и
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F1 ∪ F2 ⊂ F . Поскольку F – минимальный
элемент μ(ξ1, ξ2, ξ3), отсюда следует, что F =
F1∪F2. При этом Fi ⊂ supp(ξi), i = 1, 2. Таким
образом,

F ⊂
3⋃

i=1

supp(ξi),

откуда сразу следует искомое включение.
Утверждение 5. Если ρλ(ξi, ηi) �

ε, i = 1, 2, 3, ε > 0, ξi, ηi ∈ λ(X), то
ρλ(μ(ξ1, ξ2, ξ3), μ(η1, η2, η3)) � ε.
Доказательство. Непосредственная провер-
ка.

Предложение 5. Пусть ξi ∈ λ(X), i =
1, 2, 3. Тогда:

ord(μ(ξ1, ξ2, ξ3)) � max
i

ord(ξi). (3.9)

Доказательство. Для ε > 0 введем обозначе-
ния:

ni(ε) = N(ξi, ε), i = 1, 2, 3.

Пусть ηi ∈ λni(ε)(X) и ρλ(ηi, ξi) �
ε, i = 1, 2, 3. Тогда в силу утверждений
4 и 5 ρλ(μ(ξ1, ξ2, ξ3), μ(η1, η2, η3)) � ε и
|supp(μ(η1, η2, η3))| �

∑3
i=1 ni(ε). Следователь-

но,

n(ε) = N(μ(ξ1, ξ2, ξ3), ε) �
3∑

i=1

ni(ε). (3.10)

Пусть для определенности

ord(ξ1) � ord(ξi), i = 2, 3. (3.11)

Если ord(ξ1) = ∞, то утверждение предложе-
ния очевидно. Пусть

ord(ξ1) = a = lim
k→∞

lnn1(1/k)

ln k
. (3.12)

В силу (3.10) имеем

ord(μ(ξ1, ξ2, ξ3)) = lim
k→∞

lnn(1/k)

ln k

� lim
k→∞

ln(n1(1/k) + n2(1/k) + n3(1/k))

ln k
.

(3.13)

В силу (3.11) limk→∞
lnni(1/k)

ln k � a, i = 2, 3.
Следовательно,

lim
k→∞

ln(max
i

ni(1/k))

ln k
= a. (3.14)

Положим

bjk =
nj(1/k)

max
i

ni(1/k)
, j = 1, 2, 3.

Ясно, что bjk � 1. В силу (3.14) имеем

lim
k→∞

ln(n1(1/k) + n2(1/k) + n3(1/k))

ln k

= lim
k→∞

ln(max
i

ni(1/k) ·
∑3

i=1 b
i
k)

ln k

� lim
k→∞

ln(max
i

ni(1/k))

ln k
+ lim

k→∞
ln(
∑3

i=1 b
i
k)

ln k
= a.

Откуда в силу (3.12) и (3.13) следует утвер-
ждение предложения.

Замечание 2. Неравенство (3.9) может
быть строгим.
Возьмем м.с.с. ξ1, ξ2, ξ3 ∈ λ(X) так, что ξ1 =

ξ2 = ξ и ord(ξ) < ord(ξ3). Тогда μ(ξ1, ξ2, ξ3) = ξ
и

ord(μ(ξ1, ξ2, ξ3)) < max
i

ord(ξi).

Теорема 2. Пусть (X, ρ) – бесконечный
метрический компакт и F – собственное за-
мкнутое подмножество X. Тогда существу-
ет м.с.с. ξ ∈ λ(X), для которой ord(ξ) =
dimBF , ord(ξ) = dimBFи supp(ξ) = X.

Доказательство. Пусть C – счетное всюду
плотное подмножество в X. Разобьем C на два
непересекающихся подмножества A = {an :
n ∈ N} и B = {bn : n ∈ N} так, что A
и B состоят из попарно различных точек и
для любого n ∈ N выполняется неравенство
ρ(a2n, b2n) � 1/2n. Тогда в силу утверждения
3 и (1.4) для системы ξ = ξ(A,B) получаем
ord(ξ) = ord(ξ) = 0 и supp(ξ) = [A] ∪ [B] = X.
Таким образом, ξ(A,B) – искомая система,
если dimBF = 0. Далее будем считать, что
dimBF > 0 и, следовательно, F бесконечно.
Если разность X \ F состоит из единствен-

ной точки x, то в силу предложения 4 система
ξ(x, F ) является искомой.
Пусть |X \ F | � 2. Выберем в множестве

X \F две различные точки x и y. В X \ {x, y}
возьмем счетное всюду плотное множество, ко-
торое, как и выше, разобьем на две дизъюнкт-
ные последовательности A = {an : n ∈ N}
и B = {bn : n ∈ N}, состоящие из попар-
но различных точек таких, что ρ(a2n, b2n) �
1/2n. Рассмотрим м.с.с. ξ(A,B), которая со-
держит множества An = {a1, . . . , an, bn}, Bn =
{b1, . . . , bn, an+1}, n ∈ N в качестве минималь-
ных элементов.
Положим ξ1 = ξ(A,B), ξ2 = ξ(x, F ), ξ3 =

ξ(y, F ). Покажем, что система ξ = μ(ξ1, ξ2, ξ3)
является искомой.
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Пусть dimBF = α > 0. В силу предложения
4 ord(ξi) = α при i = 2, 3. Согласно утвержде-
нию 3 ord(ξ1) = 0. Поэтому в силу предложе-
ния 5

ord(ξ) � α. (3.15)

Пусть ε > 0 таково, что множества
B(x, 2ε), B(y, 2ε) и B(F, 2ε) попарно не пере-
секаются. Оценим снизуN(ξ, 1/k) при 1/k < ε.
Пусть η – м.с.с. с конечным носителем, для ко-
торой

ρλ(η, ξ) � 1/k. (3.16)

По построению система ξ содержит все множе-
ства вида {x, y, z}, где z ∈ F . Следовательно,
множество

B({x, y, z}, 1/k) = B(x, 1/k) ∪B(y, 1/k)

∪B(z, 1/k)

принадлежит η. Рассмотрим минимальное по
включению множество G ∈ η такое, что G ⊂
B({x, y, z}, 1/k). Покажем, что G∩B(z, 1/k) �=
∅.
Предположим противное. Тогда G ⊂

B(x, 1/k)∪B(y, 1/k). В силу (3.16) B(G, 1/k) ∈
ξ и B(G, 1/k) ⊂ B(x, 2/k) ∪ B(y, 2/k). Однако
по построению ξ всякое множество, лежащее
в этой системе, пересекает F . Таким образом,
получено противоречие с выбором числа ε.
Итак, для любой точки z ∈ F существует

G ⊂ supp(η) такое, что ρ(z,G) � 1/k, следова-
тельно, |supp(η)| � N(F, 1/k). Таким образом,
доказано, что

N(ξ, 1/k) � N(F, 1/k). (3.17)

Следовательно,

ord(ξ) = lim
k→∞

lnN(ξ, 1/k)

ln k

� lim
k→∞

lnN(F, 1/k)

ln k
= dimBF = α.

Поэтому в силу неравенства (3.15) ord(ξ) = α.
Из (3.17) следует, что

ord(ξ) � limk→∞
lnN(F, 1/k)

ln k
= dimBF = β.

(3.18)
Оценим сверху число N(ξ, 1/2n). При до-

казательстве утверждения 3 для м.с.с. ξ(A,B)
была построена система η(n) = η1(n)
с |supp(η(n))| = 4n + 1, для которой
ρλ(ξ(A,B), η(n)) � 1/2n. Пусть D(n) – (1/2n)-
сеть в F , содержащая N(F, 1/2n, exp(F )) то-
чек, и пусть η2(n) = ξ(x,D(n)), η3(n) =
ξ(y,D(n)). Тогда ρλ(ξi, ηi) � 1/2n, i = 2, 3.
Следовательно,

ρλ(μ(ξ1, ξ2, ξ3), μ(η1(n), η2(n), η3(n))) � 1/2n.

При этом в силу утверждения 4 и (1.2)

supp(μ(η1(n), η2(n), η3(n)))

⊂ {x, y} ∪D(n) ∪ supp(η1(n)).

Следовательно,

|supp(μ(η1(n), η2(n), η3(n)))|
� N(F, 1/2n, exp(F )) + 2 + 4n+ 1.

Итак, N(ξ, 1/2n) � N(F, 1/2n, exp(F ))+4n+3.
Таким образом, в силу предложения 1

limn→∞
lnN(ξ, 1/2n)

ln 2n

� limn→∞
ln(N(F, 1/2n, exp(F )) + 4n+ 3)

ln 2n

= dimBF,

что вместе с неравенством (3.18) дает равен-
ство ord(ξ) = dimBF .
Покажем, что supp(ξ) = X. Как уже бы-

ло отмечено, для любой точки z ∈ F мно-
жество {x, y, z} является элементом ξ. При
этом легко проверить, что {x, y, z} – мини-
мальный по включению элемент ξ. Следова-
тельно, {x, y} ∪ F ⊂ supp(ξ).
Пусть U = X \ ({x, y} ∪ F ). Докажем, что

(A ∪B) ∩ U ⊂ supp(ξ). (3.19)

Пусть an ∈ (A ∪ B) ∩ U . Возможны следу-
ющие два случая:
1) Существует m � n такое, что множество

Am = {a1, . . . , am, bm} пересекается с F .
Поскольку Am ∈ ξ1 = ξ(A,B), получаем,

что {x} ∪An ∈ ξ1 ∩ ξ2 ⊂ ξ.
Покажем, что {x} ∪Am – минимальный по

включению элемент ξ. Пусть H ∈ ξ и H ⊂
{x} ∪ Am. Тогда H �∈ ξ3, поскольку y �∈ H
и F �⊂ H. Следовательно, H ∈ ξ1 ∩ ξ2. Та-
ким образом, x ∈ H. Поскольку по построе-
нию x �∈ A ∪ B, множество H \ {x} является
элементом ξ1. При этом Am – минимальный
элемент ξ1. Следовательно, H \ {x} = Am, и
значит, H = {x} ∪ Am, что и требовалось. Та-
ким образом, an ∈ supp(ξ).
2) Для любого m � n Am ∩ F = ∅.
В этом случае выберем произвольно точ-

ку z ∈ F \ {b1, . . . , bn−1} и рассмотрим множе-
ство An ∪{x, z}. Как и в случае 1), множество
An ∪ {x, z} лежит в системе ξ и является ми-
нимальным элементом этой системы. Следова-
тельно, an ∈ An ∪ {x, z} ⊂ supp(ξ).
Итак, если an ∈ (A∪B)∩U , то an ∈ supp(ξ).

Легко видеть, что аналогичное утверждение
верно и для точек bn ∈ (A∪B)∩U . Включение
(3.19) доказано.
Поскольку (A ∪ B) ∩ U всюду плотно в U ,

из (3.19) следует, что U ⊂ supp(ξ).
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Теорема 3. Для любого бесконечного мет-
рического компакта X и любого числа a та-
кого, что 0 � a � dimBX, существует
м.с.с. ξa ∈ λ(X), для которой ord(ξa) = a и
supp(ξa) = X.
Доказательство. При a < dimBX утвержде-
ние теоремы сразу следует из теорем 1 и 2.
Если a = dimBX, то в качестве собственно-
го подмножества F ⊂ X с dimBF = a можно
взять соответствующий ε-шар B(x, ε), суще-
ствование которого гарантирует утверждение
1, а затем снова применить теорему 2.
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