
Труды Карельского научного центра РАН
№ 7. 2019. С. 30–35
DOI: 10.17076/mat1032

УДК 519.179.2 + 519.876.5

ОБ АССОРТАТИВНОСТИ И КЛАСТЕРИЗАЦИИ
СТЕПЕННОЙ МОДЕЛИ КОНФИГУРАЦИОННЫХ ГРАФОВ
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Рассматриваются случайные конфигурационные графы с распределением сте-
пеней вершин, являющимся дискретным степенным распределением. Параметр
распределения либо принимает фиксированные значения, либо является слу-
чайным, имеющим либо равномерное, либо усеченное нормальное распределе-
ние на заданном интервале (a, b). Посредством имитационного моделирования
проводится анализ ассортативности и кластеризации рассматриваемых графов.
Находятся оценки таких числовых структурных характеристик, как коэффи-
циенты ассортативности и кластеризации. Проводится сравнение полученных
результатов с имеющимися в литературе данными для реальных сетей.

Ключ е вы е c л о в а: конфигурационный граф; степенное распределение; ас-
сортативность; кластеризация; имитационное моделирование.

M. M. Leri. ON ASSORTATIVITY AND CLUSTERING OF A
POWER-LAW CONFIGURATION GRAPH MODEL
The paper deals with configuration graphs with vertex degrees distributed
independently according to the power law. The distribution parameter is either
fixed or randomly distributed according to either uniform or truncated normal
distribution on a predefined interval (a, b). The assortativity and clustering of these
graphs are studied by computer simulation. The estimates of numerical structural
characteristics are found, such as the assortativity and clustering coefficients. The
obtained results are compared with those known from the literature for real world
complex networks.

K e ywo r d s: configuration graph; power-law; assortativity; clustering; simulations.

Введение

С появлением, быстрым развитием и
усложнением структуры глобальных сетей ис-
следование случайных графов, как моделей,
широко применяемых для описания таких
объектов, приобретает всевозрастающую по-
пулярность. Рассмотрение структуры и функ-
ционирования реальных телекоммуникацион-
ных сетей показало (см., например, [6, 7]), что
случайные графы, степени вершин которых
являются независимыми одинаково распреде-
ленными случайными величинами с общим за-
коном распределения, хорошо подходят для

их описания. Однако с ростом размерности
таких сетей стало понятно, что при построе-
нии их моделей недостаточно учитывать толь-
ко распределение степеней вершин в соответ-
ствующем случайном графе, но также необхо-
димо принимать в рассмотрение и другие не
менее важные числовые характеристики гра-
фовой структуры, такие как ассортативность,
кластеризация, модулярность, центральность
и пр.

В настоящей работе рассматриваются слу-
чайные графы, распределение степеней вер-
шин которых является дискретным анало-
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гом распределения Парето. Обозначим через
ξ1, ξ2, . . . , ξN степени вершин случайного гра-
фа размерности N , представляющие собой
независимые случайные величины со следую-
щим общим распределением [11]:
P{ξ = k} = k−τ −(k+1)−τ , k = 1, 2, . . . , (1)
где τ > 1 является параметром распределе-
ния. Рассматриваемые в большинстве работ
графы (см., например, [5, 7, 11]) имеют фик-
сированный параметр τ , однако с ростом раз-
меров глобальных сетей все большее внимание
исследователей стали привлекать модели слу-
чайных графов, у которых распределения сте-
пеней вершин либо меняются с ростом размер-
ности графа, либо являются случайными (см.,
например, [2, 3]). Поэтому в настоящей работе
рассматриваются случайные графы, степени
вершин которых имеют распределение (1) как
с фиксированным параметром τ , так и с па-
раметром τ , имеющим либо равномерное, ли-
бо усеченное нормальное распределение на за-
данном интервале (a, b), где 1 < a < b < ∞
[1]. Вследствие того, что параметр τ выбирает-
ся отдельно для каждой вершины из заданно-
го распределения (равномерного или усечен-
ного нормального), можно говорить о том, что
эволюция графа происходит в случайной сре-
де. Также немаловажное значение имеет соб-
ственно формирование графа. В работе рас-
сматривается так называемая конфигурацион-
ная модель случайного графа, впервые пред-
ложенная Б. Боллобашем в [4]. Степень вер-
шины графа определяет различимые полуре-
бра [11], занумерованные в произвольном по-
рядке. Далее все полуребра соединяются меж-
ду собой попарно и равновероятно, образуя
ребра графа. Ясно, что при таком построении
сумма степеней вершин должна быть четной,
поэтому в противном случае к равновероятно
выбранной вершине добавляется одно недоста-
ющее полуребро, тем самым увеличив степень
этой вершины на 1. Конфигурационные графы
могут иметь кратные ребра, циклы и петли.

Характеристики структуры
Наряду с рассмотрением распределения

степеней узлов реальных сетей все боль-
шее внимание уделяется исследованиям дру-
гих важных числовых характеристик сетевой
структуры, отражающих как глобальные, так
и локальные свойства сетей. В настоящей ра-
боте рассматриваются три таких характери-
стики: глобальный и локальный коэффициен-
ты кластеризации графа, а также коэффици-
ент ассортативности.
Коэффициент ассортативности A исполь-

зуется для оценки взаимозависимости между

степенями смежных вершин. В [10] было пред-
ложено использовать для этой цели коэффи-
циент корреляции Пирсона. Таким образом,
значение коэффициента A будет положитель-
ным в том случае, когда вершины с большими
степенями соединяются ребрами в основном
тоже с вершинами с большими степенями, и
тогда граф считают «ассортативным». В про-
тивном случае значение A будет отрицатель-
ным и граф называют «дисассортативным».
Для оценки степени кластеризации графа при-
меняются соответствующие кластерные коэф-
фициенты. В работе рассматриваются два та-
ких коэффициента: глобальный кластерный
коэффициент CG [10]

CG =
3× число треугольников
число пар смежных ребер

и средний локальный кластерный коэффици-
ент CL [10]

CL =
1

N

N∑
i=1

Ci,

где

Ci =
число треугольников при вершине i

число пар смежных ребер с центром в i
,

где «пара смежных ребер» означает, что вер-
шина соединена ребрами с двумя другими вер-
шинами [10]. Как уже было упомянуто выше,
в конфигурационном графе могут быть пет-
ли и кратные ребра. При вычислении кластер-
ных коэффициентов петли не учитываются,
а кратное ребро считается за одно. Значение
глобального кластерного коэффициента отра-
жает вероятность того, что в равновероятно
выбранной паре смежных ребер, имеющих об-
щую вершину, другие концы ребер будут тоже
соединены ребром.

Результаты

Целью настоящей работы была оценка
введенных выше структурных характеристик
конфигурационных графов посредством мето-
дов имитационного моделирования и нахожде-
ние зависимостей этих характеристик от объ-
ема графа и параметра распределения степе-
ней вершин. Как в случае фиксированного па-
раметра τ распределения (1), так и при слу-
чайном τ (равномерно или нормально распре-
деленном на заданном интервале (a, b)) рас-
сматривались графы размерности 100 � N �
10000 с шагом 500. В случае фиксированного τ
значения параметра изменялись от 1, 1 до 2, 5 с
шагом 0, 1. На основе полученных статистиче-
ских данных были построены следующие ре-
грессионные зависимости: коэффициентов A,
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CG и CL от N и τ (рис. 1–3):

A = −0, 581N−0,888+0,896/τ , R2 = 0, 94,

CG = 0, 457N−1,215+1,091/τ , R2 = 0, 93,

CL = 0, 394N−0,853+0,986/τ , R2 = 0, 95.
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N � 1000
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Рис. 1. Зависимость A от N и τ для фиксирован-
ных значений τ
Fig. 1. Dependence of A on N and τ for fixed τ
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Рис. 2. Зависимость CG от N и τ для фиксирован-
ных значений τ
Fig. 2. Dependence of CG on N and τ for fixed τ
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Рис. 3. Зависимость CL от N и τ для фиксирован-
ных значений τ
Fig. 3. Dependence of CL on N and τ for fixed τ

В случае, когда параметр τ распределе-
ния (1) имел либо равномерное, либо усечен-
ное нормальное распределение, рассматрива-
лись три интервала (a, b): (1, 2), (2, 3) и (1, 3).
Выбор интервалов, как и ранее [1, 8, 9], был ос-
нован на том, что конфигурационные графы с
параметром τ ∈ (1, 2) считаются наиболее под-
ходящими для описания сложных сетей теле-
коммуникаций [5, 7, 11], графы с τ ∈ (2, 3) по-
казывают устойчивость к «лесному пожару»
[8, 9], а интервал (1, 3) был выбран как обобща-
ющий. По полученным результатам были по-
строены следующие регрессионные модели за-
висимостей коэффициентов A, CG и CL от N
(обозначения τ ∼ U(a, b) и τ ∼ N(a, b) означа-
ют, что параметр τ имеет соответственно рав-
номерное или усеченное нормальное распреде-
ление на (a, b)):

τ ∼ U(1, 2) : A = −0, 54 ·N−0,16,

τ ∼ U[2, 3] : A = −0, 38 ·N−0,41,

τ ∼ U(1, 3] : A = −0, 23 ·N−0,10,

τ ∼ N(1, 2) : A = −0, 24 ·N−0,12,

τ ∼ N(2, 3) : A = −0, 31 ·N−0,39,

τ ∼ N(1, 3) : A = −0, 18 ·N−0,18.

2000 4000 6000 8000 10000
N

�0.25

�0.20

�0.15

�0.10

�0.05

A

Τ �U�1,2�
Τ �U�2,3�
Τ �U�1,3�

Рис. 4. Зависимость A от N при τ ∼ U(a, b) для
трех интервалов (a, b)
Fig. 4. Dependence of A on N when τ ∼ U(a, b) for
the three intervals (a, b)
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Рис. 5. Зависимость A от N при τ ∼ N(a, b) для
трех интервалов (a, b)
Fig. 5. Dependence of A on N when τ ∼ N(a, b) for
the three intervals (a, b)
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Коэффициенты детерминации для всех моде-
лей зависимости A от N были не менее 0, 93.
Необходимо отметить, что коэффициент

ассортативности A для всех рассмотренных
видов конфигурационных графов является от-
рицательным, что означает, что данные гра-
фы можно использовать для моделирования
только дисассортативных сетей. Заметим так-
же (рис. 4 и 5), что самые большие по модулю
значения коэффициент ассортативности при-
нимает тогда, когда значения параметра τ ле-
жат в интервале (1, 2), а самые маленькие – в
интервале (2, 3).
Для коэффициентов CG и CL были получе-

ны следующие их зависимости от N :

τ ∼ U(1, 2) : CG = 0, 41 ·N−0,38,

τ ∼ U[2, 3] : CG = 0, 71 ·N−0,76,

τ ∼ U(1, 3] : CG = 0, 21 ·N−0,31,

τ ∼ N(1, 2) : CG = 0, 28 ·N−0,36,

τ ∼ N(2, 3) : CG = 0, 11 ·N−0,58,

τ ∼ N(1, 3) : CG = 0, 15 ·N−0,44,

τ ∼ U(1, 2) : CL = 0, 20 ·N−0,10,

τ ∼ U[2, 3] : CL = 0, 75 ·N−0,96,

τ ∼ U(1, 3] : CL = 0, 11 ·N−0,05,

τ ∼ N(1, 2) : CL = 0, 23 ·N−0,14,

τ ∼ N(2, 3) : CL = 0, 14 ·N−0,71,

τ ∼ N(1, 3) : CL = 0, 12 ·N−0,27

с коэффициентами детерминации R2 � 0, 92
для всех моделей. Результаты показывают, что
значения глобального кластерного коэффици-
ента CG при фиксированных τ всегда меньше
значений локального CL. Однако, когда пара-
метр τ случаен и распределен равномерно или
нормально на интервале (2, 3), значения коэф-
фициента CL оказываются меньше значений
CG (рис. 7 и 10). Кроме того, наибольшие зна-
чения оба коэффициента принимают в случае,
когда значения параметра τ лежат в интерва-
ле (1, 2), а при τ ∈ (2, 3) коэффициенты CG и
CL принимают самые маленькие значения.
Предложенные в этой работе модели могут

быть использованы при моделировании реаль-
ных сетей, когда необходимо учесть не только
распределение степеней вершин, но и другие
числовые характеристики сети, такие как ее
ассортативность и кластеризация.
Кроме того, сравнение полученных значе-

ний коэффициентов A, CG и CL для конфигу-
рационных графов со значениями, вычислен-
ными для некоторых реальных сетей [10], по-

казало, что графы с параметром распределе-
ния степеней вершин 1, 02 � τ � 1, 17 наилуч-
шим образом подходят для моделирования се-
ти Интернет (когда узлы сети – автономные
системы), а для моделирования некоторых
дисассортативных социальных сетей лучше
использовать графы с 2, 2 � τ � 2, 6.
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Рис. 6. Зависимости CG и CL от N при τ ∼ U(1, 2)
Fig. 6. Dependencies of CG and CL on N when
τ ∼ U(1, 2)
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Рис. 7. Зависимости CG и CL от N при τ ∼ U[2, 3]
Fig. 7. Dependencies of CG and CL on N when
τ ∼ U[2, 3]
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Рис. 8. Зависимости CG и CL от N при τ ∼ U(1, 3]
Fig. 8. Dependencies of CG and CL on N when
τ ∼ U(1, 3]
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Рис. 9. Зависимости CG и CL от N при τ ∼ N(1, 2)
Fig. 9. Dependencies of CG and CL on N when
τ ∼ N(1, 2)

CG
CL

0 2000 4000 6000 8000 10000
N

0.001

0.002

0.003

0.004

0.005

0.006

0.007
C

Рис. 10. Зависимости CG и CL от N при τ ∼ N[2, 3]
Fig. 10. Dependencies of CG and CL on N when
τ ∼ N[2, 3]
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Рис. 11. Зависимости CG и CL отN при τ ∼ N(1, 3]
Fig. 11. Dependencies of CG and CL on N when
τ ∼ N(1, 3]

Финансовое обеспечение исследований осу-
ществлялось из средств федерального бюдже-

та на выполнение государственного задания
КарНЦ РАН (Институт прикладных мате-
матических исследований КарНЦ РАН).

Исследования выполнены на научном обо-
рудовании Центра коллективного пользова-
ния Федерального исследовательского центра
«Карельский научный центр Российской ака-
демии наук».
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