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Введение

Многочисленные данные натурных наблю-
дений за термическим режимом мелководных 
озер, покрытых льдом [см., например, Кузь-
менко, 1976, 1984; Bengtsson et al., 1995; Malm 
et al., 1997a; Петров и др., 2006], свидетельст-
вуют, что в зимний период происходит пере-
распределение теплового запаса между дон-
ными отложениями и водной массой. Данный 
процесс приводит к так называемому эффекту 
«подледного прогрева» озера, когда в течение 
всего периода ледостава температура водной 
массы увеличивается за счет поступающего из 
донных отложений тепла. Сам эффект имеет 

для озер – в особенности мелководных – боль-
шое значение. В частности, он препятствует 
промерзанию водной толщи озера до дна, пре-
дохраняя тем самым водные организмы от ги-
бели в течение длительного зимнего периода.

В течение периода с момента образования 
ледового покрова и до начала ранневесенне-
го прогрева теплосодержание в мелком озере 
и его термическая структура контролируется 
двумя потоками, а именно теплопередачей из 
донных отложений в воду и теплопередачей 
из воды в лед. Как правило, температура воды 
в озере растет в течение этого периода; таким 
образом, теплоперенос из донных отложений 
является доминирующим. Теплосодержание 
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и его изменения в донных отложениях (наибо-
лее значительные изменения в годовом ходе 
температуры происходят в верхнем 3–6-метро-
вом слое) в мелких водоемах сравнимы – всего 
в несколько раз меньше – с таковыми в столбе 
воды. Оценки потока тепла из донных отложе-
ний в течение подледного периода [см., напри-
мер, Likens, Ragotzkie, 1965; Malm et al., 1997b] 
лежат в диапазоне 1–5 Вт·м-2. Поток зависит от 
времени и глубины в озере, с максимальными 
значениями в самом начале подледного перио-
да и минимальными поздней зимой.

На рисунке 1 графически представлен эф-
фект подледного прогрева озера на приме-
ре эволюции вертикального распределения 
температуры в озере Вендюрском (Карелия) 
в период с ноября 1995 по апрель 1996 г. [Malm 
et al., 1997a].

Как следует из данных, представленных на 
рисунке 1, водная масса озера в начале пери-
ода ледостава обладает минимальным тепло-
запасом. Вертикальный профиль температуры 
№ 1 сформирован в процессе периода зимне-
го охлаждения озера до начала формирования 
ледового покрова. Сразу после образования 
льда на поверхности озера теплообмен с ат-
мосферой меняется кардинальным образом. 
Сквозь лед он возможен только посредством 
молекулярной диффузии тепла из воды в ат-
мосферу. В этих условиях в тепловом балансе 
озера ведущую роль начинает играть поступ-
ление тепла из донных отложений. Водная 
масса озера начинает достаточно быстро про-
греваться (см. профиль температуры № 2 на 
рис. 1). Такого рода прогрев продолжается до 
начала ранневесеннего прогрева, сопровож-
дающегося развитием подледной конвекции. 
Необходимо отметить, что в процессе перерас-
пределения накопленного тепла между донны-
ми отложениями и водной массой теплозапас 
первых постоянно уменьшается, что с течени-
ем времени приводит к установлению практи-
чески линейного вертикального распределения 
температуры в воде (профили температуры 
№ 3 и № 4 на рис. 1). Последнее свидетель-
ствует о том, что процесс перераспределения 
тепла в системе «лед – водная масса – донные 
отложения» становится квазистационарным, 
и вертикальное распределение температуры 
остается практически неизменным до начала 
подледной конвекции.

материалы и методы

Явление подледного прогрева озер в насто-
ящей работе рассмотрено на основе данных на-
турных наблюдений за термическим режимом 

двух озер, расположенных на Северо-Западе 
России (Ленинградская область и Республика 
Карелия). Наблюдения выполнялись в зимний 
период в различные годы. Так, измерения на 
озере Красном (Ленинградская область) были 
выполнены зимой 1974–1975 года, тогда как 
измерения на озере Вендюрском (Республика 
Карелия) производились во время зимней из-
мерительной кампании 1995–1996 года.

Зимний период в местах расположения озер 
на момент выполнения измерений имел про-
должительность от 5 до 6 месяцев, толщина 
льда достигала 0,6–0,8 м. Оба озера являются 
водоемами ледникового происхождения, но 
при этом имеют различные морфометрические 
характеристики. Так, котловина озера Красного 
при максимальной глубине 14 метров имеет ко-
рытообразную форму, тогда как форма релье-
фа дна озера Вендюрского (максимальная 
глубина 13 метров) отличается высокой степе-
нью изрезанности.

Данные, полученные на озерах, также су-
щественно различаются. Так, результаты из-
мерений, полученные на озере Красном, пред-
ставляют собой вертикальные распределения 
температуры в водной массе и в теплоактивном 
слое донных отложений, имеющем толщину 
4–5 метров. Измерения выполнялись ежеме-
сячно в течение зимы 1974–1975 гг. на одной 
станции. Необходимо отметить, что на нижней 
границе теплоактивного слоя донных отложе-
ний температура остается практически посто-
янной в течение всего года и ее вертикальный 
градиент равен нулю. Это свойство было ис-
пользовано при формулировке модели под-
ледного прогрева озера. Данные, полученные 
на озере Вендюрском, представляют собой де-
тальные измерения температуры водной мас-
сы озера и верхнего 10-сантиметрового слоя 

Рис. 1. Временная изменчивость вертикального 
распределения температуры зимой 1995–1996 г. в 
озере Вендюрском: 1 – начало ноября 1995 г.; 2 – ко-
нец ноября 1995 г., декабрь 1995 г.; 3 – март 1996 г. 
[Malm et al., 1997a], 4 – начало апреля 1996 г.
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донных отложений на 11 станциях регулярного 
поперечного разреза в центральной части во-
доема. Частота измерений составляла 1–2 раза 
в месяц. На рисунке 2 представлены примеры 
вертикальных распределений в обоих озерах.

Ниже приводится простая одномерная 
нестационарная параметризованная модель 
подледного прогрева озера, сформулирован-
ная на основе описанных выше данных натур-
ных наблюдений. С использованием модели 
выполнены количественные оценки вертикаль-
ных потоков тепла в мелководных озерах в под-
ледный период.

основные уравнения и параметризации 
модели

На рисунке 2 схематично представлено ти-
пичное вертикальное распределение темпера-
туры в системе «лед – водная масса – донные 
отложения» в мелководном озере в подледный 
период при отсутствии снежного покрова на по-
верхности льда. В принятых на схеме обозначе-
ниях вертикальная ось координат направлена 
вниз от поверхности льда (z = 0) к нижней гра-
нице теплоактивного слоя донных отложений 
(z = L), где температура TL остается постоянной 

в течение всего года; l – толщина льда, на верх-
ней границе которого температура TS определя-
ется взаимодействием с атмосферой. На нижней 
границе льда (z = l) в течение всего подледного 
периода температура постоянна и равна темпе-
ратуре замерзания воды Tf = 0 °C; D – граница 
раздела вода-дно с температурой на ней TD.

В одномерном случае уравнение вертикаль-
ного переноса тепла в области 0 ≤ z ≤ L может 
быть записано в следующем виде:

 , (1)

где t – время, [c]; z – глубина, [м]; T – темпе-
ратура, [°K], Q – вертикальный кинематический 
поток тепла, [ ].

Согласно схеме, представленной на рисун-
ке 3, вертикальный профиль температуры в рас-
сматриваемой области может быть описан сле-
дующим параметрическим представлением:

 . (2)

Безразмерные функции f1(ξ1), f2(ξ2) 
и f3(ξ3), где ξ1 = (z/l), ξ2 = (z – l) / (D – l) 
и ξ3 = (z – D) / (L – D) – безразмерные глуби-
ны, описывают вертикальное распределение 
температуры во льду, водной массе и донных 
отложениях соответственно. Все три функции 
имеют очевидные граничные условия:

f1(0) = f2(0) = f3(0) = 0;
f1(1) = f2(1) = f3(1) = 1;
f3

’(1) = 0.  
(3)

Последнее граничное условие в (3) следует 
из определения толщины теплоактивного слоя 
донных отложений (см. выше).

Ввиду того, что распределение температу-
ры во льду в основном определяется влиянием 

Рис. 2. Примеры вертикальных профилей температуры, полученные в обоих озерах: 
а) оз. Красное; б) оз. Вендюрское. Горизонтальной линией обозначена граница раз-
дела вода-дно

 l                                                                               
  

 L 

 0        Tf TD TL 
T ° C TS        

z 

Рис. 3. Схематичное представление вертикального 
распределения температуры в системе «лед – вод-
ная масса – донные отложения», принятое в настоя-
щей работе
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атмосферы, в дальнейшем нас будет инте-
ресовать только совместная эволюция тем-
пературных распределений в водной мас-
се и донных отложениях, описываемых вто-
рой и третьей формулами параметрического 
представления (2).

Проинтегрируем уравнение (1) по глубине 
дважды – сначала в пределах от l до D, прини-
мая во внимание вторую формулу (1), а затем 
в пределах от D до L с использованием треть-
ей формулы (1). В результате получаем два 
обыкновенных дифференциальных уравнения, 
связывающих теплообмен в системе «вода – 
донные отложения» с основными параметрами 
представления (2):

,
 (4)

 (5)

Уравнения (4) и (5) содержат шесть пара-
метров, подлежащих определению, а именно: 
придонную температуру ТD, потоки тепла QD 
и Ql через границы вода-дно и вода-лед соот-
ветственно, l – толщину льда, а также парамет-
ры α2 и α3, являющиеся интегралами от соот-
ветствующих функций f2(ξ2) и f3(ξ3). Что касается 
толщины льда, то для расчета ее временной 
эволюции могут быть использованы модели, 
специально предназначенные для решения 
данной задачи [см., например, Румянцев и др., 
1986; Patterson, Hamblin, 1988]. Отметим, что 
члены уравнений (4) и (5), содержащие про-
изводные от интегральных параметров α2 и α3, 
описывают перераспределение тепла между 
донными отложениями и водной массой в зим-
ний период. Таким образом, для замыкания 
системы уравнений (4) и (5) необходимы три 
дополнительных соотношения, которые могут 
быть получены следующим образом.

Согласно (3) функция f2(ξ2) имеет два не-
зависимых от времени граничных условия – 
f2(0) = 0 и f2(1) = 1, которых недостаточно для 
определения временной изменчивости функ-
ции. В рамках одномерной модели зависи-
мое от времени дополнительное граничное 
условие не может быть поставлено на нижней 
границе льда, поскольку неизвестна толщина 
прилегающего к ней слоя молекулярной тем-
пературопроводности. Однако такое условие 
для производной функции f2(ξ2) может быть оп-
ределено на границе раздела вода-дно (ξ2 = 1), 

если принять во внимание физические свойст-
ва этой границы. Обычно верхний слой донных 
отложений имеет высокую пористость (~95 %) 
и влагонасыщенность (90–95 %). Это позволя-
ет в первом приближении считать его теплофи-
зические свойства близкими к свойствам при-
донной воды. В таком случае выражение для 
потока тепла через границу раздела вода-дно 
может быть записано в виде

 , (6)

где λeff – эффективный коэффициент темпера-
туропроводности в воде [м2·с-1], dTw / dz – вер-
тикальный градиент температуры в придонном 
слое воды. Принимая во внимание вторую фор-
мулу в (2), выражение (6) может быть перепи-
сано в виде

 . (7)

О способах оценки величины λeff будет сказа-
но ниже.

Таким образом, функция f2(ξ2) имеет теперь 
три граничных условия, из которых одно явля-
ется зависимым от времени:

f2(0) = 0; f2(1) = 1, f2
’(1) = A, 

где .  (8)

Последнее граничное условие в (8) опреде-
ляет изменчивость функции во времени. Те-
перь в соответствии с (8) функция f2(ξ2) может 
быть выражена в виде полинома третьей степе-
ни с зависимыми от времени коэффициентами:

 . (9)

Для определения временной изменчивости 
функции f3(ξ3) также необходимо дополнитель-
ное граничное условие, аналогичное третье-
му условию в (8). Согласно (3) f3(ξ3) имеет три 
независимых от времени граничных условия: 
f3(0) = 0, f3(1) = 1, f3

’(1) = 1. Повторяя рассужде-
ния, приведшие к выводу выражения (6), и при-
нимая во внимание третью формулу в парамет-
ризации (2), дополнительное граничное усло-
вие может быть сформулировано в виде

 . (10)

Данное условие, аналогично выражению 
(7), определяет изменчивость функции f3(ξ3) 
во времени. Теперь искомая функция может 
быть выражена полиномом третьей степе-
ни с зависимыми от времени коэффициен- 
тами:

при

при
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 f3(ξ3) = Bξ3 + (3 – 2B)ξ3
2 + (B – 2)ξ3

3, 
 где . (11)

Значение эффективного коэффициента 
температуропроводности λeff может быть оце-
нено из простого соотношения, связывающе-
го линейный масштаб профиля температуры 
в водной массе со временем, в течение которо-
го происходит его деформация,

  (12)

где t* – длительность ледостава до начала под-
ледной конвекции.

Верификация полиномов (10) и (11) была 
выполнена с использованием данных натурных 
наблюдений, полученных на озере Вендюрском 
[Malm et al., 1997a, b]. Результаты верификации 
представлены на рисунке 4. Кривые 1 и 2 соот-
ветствуют вертикальным профилям температу-
ры в водной массе, измеренным в ноябре 1995 
и марте 1996 г. Очевидно, что профиль № 2 со-
ответствует большему теплосодержанию вод-
ной массы. Более того, температурное распре-
деление, описываемое данной кривой, близко 
к линейному, что отражает квазистационарный 
режим вертикального теплообмена в озере 
в конце подледного периода. Кривые 3 и 4 опи-
сывают профили температуры в донных от-
ложениях в ноябре 1995 и марте 1996 года. 
Кривая 4 показывает, что теплосодержание 
донных отложений за указанный период умень-
шилось по сравнению с начальным моментом 
времени (кривая 3). При этом профиль темпе-
ратуры в донных отложениях также стремится 

к линейному, что полностью соответствует опи-
санному выше характеру вертикального пере-
носа тепла в конце периода ледостава.

И, наконец, последнее, замыкающее систе-
му уравнений (4) и (5) выражение для потока 
тепла на границе раздела вода-лед Ql легко мо-
жет быть получено следующим образом. Запи-
шем уравнение для потока тепла в виде

 , (13)

или, принимая во внимание вторую формулу 
в параметризации (2) и полином для этой функ-
ции (9),

  (14)

Таким образом, система уравнений (4), (5), 
(9), (12) и (14) является замкнутой и представ-
ляет собой модель вертикального теплообмена 
между водной массой и донными отложениями 
в озере в период ледостава.

результаты моделирования

Описанная выше модель была применена 
для воспроизведения временной динамики 
вертикального распределения температуры 
в водной массе и донных отложениях в озере 
Красном в зимний период 1974–1975 гг. Ре-
зультаты расчетов и данные натурных наблю-
дений представлены на рисунке 5. Сравне-
ние результатов моделирования с натурными 
данными свидетельствует, что модель впол-
не соответствует реальным процессам, 
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Рис. 4. Безразмерные вертикальные профили температуры 
в системе «водная масса – донные отложения» в период ле-
достава. Кривые 1 и 2 – результаты моделирования профи-
лей температуры в озере Вендюрском в ноябре 1995 и мар-
те 1996 г. соответственно; кривые 3 и 4 – то же для донных 
отложений. Символами обозначены измеренные профили 
температуры в водной массе озера в ноябре (●) и марте (▲)
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происходящим в озере в период ледостава. 
Так, в частности, модель адекватно описыва-
ет перераспределение тепла между донными 
отложениями и водной массой. Кроме того, 
модель воспроизводит изменение формы вер-
тикального профиля температуры как в водной 
массе, так и в донных отложениях.

Кроме того, на рисунке 6 представлены ко-
личественные оценки вертикальных потоков 
тепла в обоих озерах в подледный период, по-
лученные с использованием модели и данных 
натурных наблюдений на озере Вендюрском.

основные выводы

Особый интерес представляет собой срав-
нение потоков тепла QD и Ql, рассчитанных по 
модели для озера Красного, с аналогичными 
потоками для озера Вендюрского, оцененными 
по данным натурных наблюдений. Такого рода 
сравнение позволяет сделать следующие вы-
воды о специфике вертикального теплообмена 
в мелководных озерах в период ледостава:

1) в начальный период ледостава поступле-
ние тепла из донных отложений в водную массу 
в несколько раз превосходит отток тепла че-
рез границу раздела вода-лед, что и является 
первопричиной эффекта подледного прогре-
ва озера;

2) несмотря на различия в географичес-
ком положении озер (озеро Вендюрское рас-
положено приблизительно в 500 км северо-
восточнее озера Красного), а следовательно, 
и в условиях накопления тепла донными отло-
жениями, а также несмотря на то, что расчеты 
для озера Красного были выполнены для зимы 
1974–1975 гг., а измерения на озере Вендюр-
ском проводились зимой 1996 года, очевидна 
качественная схожесть процессов вертикаль-
ного переноса тепла в различных мелковод-
ных озерах; пространственные, климатические 
и временные различия отражаются только в аб-
солютных значениях потоков тепла, что объяс-
няется большим теплозапасом донных отложе-
ний в озере Красном к моменту формирования 
ледового покрова;

3) равенство потоков тепла через границу 
раздела вода-лед в различных озерах свиде-
тельствует о том, что процессы образования 
и дальнейшего развития ледового покрова 
в озерах протекают сходным образом и в ос-
новном зависят от атмосферного воздействия;

4) в конце периода ледостава все верти-
кальные потоки в озерах становятся равными, 
что доказывает существование в них квазиста-
ционарного режима переноса тепла.
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